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Exercice 1 : (10pts) On considère l’espace de Banach X = C ([0, 1] ;C) des fonctions
continues sur [0, 1] à valeurs complexes, muni de la norme �.�∞. On définit l’opérateur T
par

(Tx)(t) = x�(t)

sur le domaine
D(T ) =

�
x ∈ X� x ∈ C1 ([0, 1] ;C) et x(0) = 0

�

1. Montrer que T est non-borné. (Indication : on pourra utiliser les monômes pn(t) = tn,
avec n ≥ 1)

2. Le domaine D(T ) est-il dense dans X ?

3. Montrer que T est fermé.

4. Fixons λ ∈ C. Montrer que λI − T est injectif, puis calculer la résolvante R(λ, T ) de
T au point λ.

5. En déduire enfin le spectre de T .

Exercice 2 : (10pts) On considère l’espace de Hilbert H = �2(C) avec le produit scalaire

usuel �x, y� =
∞�

n=1

xn yn et la norme associée. On rappelle qu’une base hilbertienne de H

est donnée par ek = (δkn)n≥1. On définit l’opérateur T par

(Tx)n = nxn , pour x = (x1, x2, . . .) ∈ H.

1. Montrer que le spectre de T est σ(T ) = σp(T ) = N\ {0}.
2. Montrer que le sous-espace propre associé à une valeur propre est de dimension 1.

3. Soit S un opérateur définit dans H, borné et inversible. On suppose que
S(D(T )) ⊂ D(T ) et que S T = T S sur D(T ). Montrer alors qu’il existe une suite
(bn)n≥1 bornée dans C telle que

S(x1, x2, . . . , xn, . . .) = (b1x1, b2x2, . . . , bnxn, . . .).












