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Exercice 1 : (10pts) On considère l’espace de Banach X = C ([0, 1] ,R) des fonctions
continues sur [0, 1] à valeurs dans R muni de la norme �.�∞. On définit l’opérateur linéaire
suivant :

(Tx) (t) = x(0) +

� t

0

(t− s) x(s) ds pour x ∈ X.

1. Montrer que T est continu, puis calculer sa norme.

2. Montrer que T est compact.

3. Déterminer le spectre de T .

4. En déduire le rayon spectral de T .

Exercice 2 : (10pts) On considère l’espace de Hilbert H = �2(C) avec le produit scalaire

usuel �x, y� =
∞�

n=0

xn yn et la norme associée. On définit l’opérateur linéaire T par

T (x0, x1, x2, x3, . . .) = (x0,
x1
2
,
x2
22
,
x3
23
, . . .) ou encore (Tx)n =

xn
2n

.

1. Montrer que T est continu, puis calculer sa norme.

2. Montrer que T est auto-adjoint.

3. On définit les opérateurs Tk , k ∈ N par

(Tkx)n =





xn
2n

si n ≤ k

0 si n > k

Montrer que les Tk sont compacts.

4. En majorant convenablement �(T − Tk)x�, montrer que lim
k→+∞

�T − Tk� = 0.

5. En déduire que T est compact.

6. Déterminer le spectre de T .












