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Epreuve de contrôle continu 
(durée : 2 h) 

Cadre théorique fonctionnel [04pts] 
Dans R, étant donnés trois réels distincts: a, b et c tels que a < c < b et soit v  C([a,b]) t.q. v|]a,c[ H1( ]a,c[ ) 
et v|]c,b[ H1( ]c,b[ ), alors : 
1) Montrer que v  L2 ( ]a,b[ ) par le calcul intégral. (1pt) 
2) Soit Dv une fonction définie sur ]a,b[ t.q. Dv|]a,c[ = v’|]a,c[ et Dv|]c,b[ = v’|]c,b[ (Ici on note par v’ la dérivée au 

sens des distributions de v sur ]a,c[ et sur ]c,b[ ). Montrer alors que Dv  L2 ( ]a,b[ ). (1pt) 
3) Montrer que Dv n’est autre que la dérivée au sens des distributions (notée v’) de v sur ]a,b[ et déduire que 

v H1( ]a,b[ ). (2pts) 
 
Approximation variationnelle  [16 pts] 

V étant un  R_espace de Hilbert, on considère alors le PVG (P) :Trouver u  V t.q.   v  V a(u , v) = L(v) 
où a est une forme bilinéaire continue sur VxV, V-elliptique et L est une forme linéaire continue sur V. On 
introduit alors le PAVG (Ph) : Trouver uh  Vh t.q.      hhhhh VvvLv,ua    où Vh est un sous-espace 
de dimension finie d’approximation de V. On suppose que dim Vh = N et uh est la solution unique de (Ph). 
 
a) Montrer que (Ph) est équivalent à un système linéaire carré noté (SLh) :  
 
où         base de Vh et iα  ( i = 1,…,N) coordonnées de uh  dans la base de Vh . (2pts) 
 
b) (SLh) étant un système linéaire carré (N équations à N inconnues iα  (i=1,…,N)), montrer qu’il est inversible. 
    Rappel : Le système matriciel Ax = b est inversible   Ax = 0N = (0,…,0)T admet comme seul et unique 

 vecteur-solution, le vecteur nul 0N ( l’origine de RN ).    (2pts) 
 Indication : Utiliser la V_ellipticité de la forme bilinéaire ’a’. 
 

c) En déduire que le PAVG (Ph) admet une solution unique uh  Vh . (1pt) 
 
d) On pose wh = vh – uh où vh quelconque dans Vh. Après avoir vérifié que wh se trouve également dans Vh , 

  montrer que a(u , wh) = L(wh) = a(uh , wh). (1.5pts) 
 

e) En déduire que a(u - uh , wh) = 0. (1pt) 
 
f) Montrer alors que a(u - uh , u – uh) = a(u - uh , u – vh)  hh Vv   . (1pt) 
 
g) Utilisant la continuité de ’a’ sur VxV et sa V_ellipticité, montrer que 
  hhVhVha

2

Vha Vvv-uu-uMu-uα   où aα  est la constante de V_ellipticité de ’a’ et Ma est la 
       constante de continuité de la forme bilinéaire ’a’. (1pt) 

h) En déduire l’inégalité : 
VhVv

a

a
Vh v-uinf

α
Mu-u

hh
  . (1pt) 

 
i) D’un point de vue géométrique (par rapport à u et Vh), que représente la quantité : 

VhVv
v-uinf

hh
 . (0.5pt) 

 
j) Sous quelle condition supplémentaire le P.V.G. (P) pourra être écrit ou posé sous forme d’un problème  

    d’optimisation noté (Pmin) :   J(v)minuJ
Vv

  où J(v) = 
 2
1

 a(v,v) - L(v) ? (1pt) 
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k) Dans le cas où cette condition est vérifiée (dans la question j)), on considère alors le sous-espace de dim  
finie Vm = Vect(e1,…,em) de V pour m  N* où {e1,…,em} base orthonormale de Vm t.q. 

1m
mVV



  . 

    On définit alors sur chaque s.e.v. Vm , le PAVG (Pm) : a(um , v) = L(v)  mVv  et um est la solution  
unique de (Pm). 

 
k1) Utilisant les questions précédentes, montrer que : Résoudre (Pm) équivaut à résoudre (Pm,min) :  

   J(v)minuJ
mVvm


 .   (1pt) 

k2) Montrer que la suite    1mmuJ


 est décroissante dans R.  (1pt) 
Rappel : J : F   R , E   F et J(v)inf

Ev
 , J(v)inf

Fv
 existent    J(v)inf

Fv
   J(v)inf

Ev
 . 

 
k3) Montrer que lim J(um) = J(u)  quand m    . (1pt) 
 

Rappels : 1. Lorsque la condition supplémentaire de la question j) est vérifiée, si u est la solution unique 
du PVG (P) alors u est aussi solution optimale unique de (Pmin) introduit à la question j). 

      2. D’après les théorèmes de convergence, um   u dans V quand m     . 
      3. Pour m   1 Vm = Vect(e1,…,em)   Vm+1 = Vect(e1,…,em,em+1). 
 

k4) Comment s’appelle la méthode qui consiste à approcher la solution théorique u du PVG (P) par les termes 
de la suite (um) pour m assez grand, um étant la solution unique du PAVG (Pm).  (1pt) 
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