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’ Controéle Continu ‘

Exercice-01 : (07 points)

I- On définit 'espace V par :
V= {u € Wh2(0,1) tel que u(1) = 0}

1. Prouver que V est un espace vectoriel fermé de W12(0,1) (01 point).

2. Montrer qu'’il existe une constante C' > 0 telle que : pour tout v € V, on a
[ulloe < Cljt[|2- (01.5 points)

3. Déduire que |[u'[|2 est une norme sur V équivalente a la norme induite par W2(0,1) (01 point)
II- Soit u € WHP(IR),

1. Démontrer que pour tout p > 1

lu(z)|P < pHuHﬁleu'Hp pour tout x € IR (02points)
(on peut utiliser la densité de C§°(IR) dans W1P(IR)).
2. Déduire que u € L*(IR) et que

ulloo < Cllullywre(ry- (01.5 points)

ou C' est une constante universelle (indépendante de p).

Exercice-02 : (05 points)

Soit I un intervalle borné. Soit 1 <r <oocet 1 <g<p < 0.

1. Montrer qu’il existe une constante C telle que : pour tout u € W'P(I) et pour tout p > 1, on a

l|lull, < CHUH;_“HUH?,W,T pour tout u € W (I). (03 points)
1 1 1 1
OﬁOSaglestdéﬁnipar:a<f—f—|—1> = — -
q T qQ p
2. Déduire que en particulier si p < oo alors
Ve > 0,3C: > 0, llullp < ellu|lwrr+Cellullq Vu € WH(I). (02 points)
Exercice-03 : (08 points)
On consideére le probléme suivant : *
- = f(z)—u sur ]0, 1] (1)
u(0) = wu(1), u'(1) —4/(0) = k.

Ou k € IR, et f est donnée.



. Trouver la formulation faible du probléme (3) (02 points).
. Montrer que pour tout f € L?(0,1) et pour tout k € IR il existe une solution unique faible du probleme (3).

Quel est le probleme de minimisation correspondant ? (03 points)
3. N’importe qu’elle solution faible u appartient & H2(0, 1). Vérifier que u € C2([0, 1]). (01.5 points)
. Démontrer que u < 0 sur (0,1) si f <0 sur (0,1) et £ <0. (01.5 points)

Bonne chance.



Corrigé

Exercice-01 : (07 points)
I- On définit ’espace V' par :
V= {u e WL2(0,1) tel que u(1) = o}

1. Prouver que V est un espace vectoriel fermé de W12(0,1) (clair).
Pour la fermeture prenant une suite (u, ), convergente dans V et on démontre que sa limite u dans V en
utilisant l'injection avec C(0,1) alors u € V.

2. Montrer qu’il existe une constante C' > 0 telle que : pour tout v € V, on a
lulloo < Cll2.
On sait que :
1
lu(z)| < |/ u'(s)ds| < ||u||2 pour tout z € IR.
x

D’ou le résulat

3. Déduire que ||u||2 est une norme sur V équivalente & la norme induite par W12(0,1).
lullwrz = llullz + [[o/]l2 < Cllufloo + [lu'll2 < Cullwll2 + [J0']l2 < Collu|l2

II- Soit u € WHP(IR),
1. Démontrer que pour tout p > 1
On pose G(s) = |s|P~1s est une fonction C>(0,1), alors (G(u))" = v/G'(u) = pu|ulP~! donc, par I'inégalité
de Holder, on obtient

x
|un (z)|P = p/ ul (8)|un(s)|P1ds < pHunﬂg_lHu’Hp pour tout z € IR.
0
On passe par densité, donc on obtient

lu(z) P < pHuHﬁleu'Hp pour tout x € IR

2. Déduire que u € L*(IR) et que
[ulloo < Cllullwrrm):

ou C' est une constante universelle (indépendante de p).
Par I'inégalité de Young on trouve

1 p—1
u(@)? =< p( 11+ P =lel) < (115 + o = D) < & (1 + ully)
Donc
u(@)| < C'llullwrr(m
D’otu le résultat
Exercice-02 : (05 points)

Soit I un intervalle borné. Soit 1 <r <occet 1 <g<p < oo.



1. Montrer qu’il existe une constante C' telle que : pour tout u € WP (I) et pour tout p > 1,on a G(s) = |5|5715

est une fonction C*°(/,00), alors (G(u))' = v'G'(u) = éu’|u|i71 donc

1 /® /(1=a o
]u(m)\% = / u'(8)|u(s)] s < / [u/ (s ]Tds / lu(s)]” g ) pour tout z € IR.
0

a

170,
g|u||W1,r(/0<>|Qd)“|1—x| 75 < Clullw |u )| ds) ™

1 1 1
On démontre a(— - —+ 1) =—,ouda=r'(1-a)
q¢ T q

Donc
u(z)| < Crllullfpellully

Et par suite
ulloo < Culfullfyr.r fullg -

Maintenant pour 1 < ¢ < p < o0, on a
[ullp < Cllulloc-

1 1 1 1
et comme a<f - —+ 1) = — — — on en déduit
q T
lullp < Cllallg™ lullfy.- pour tout u € W' (I).
2. On applique I'inégalité de Young o = %, o = fla on aura
ullp < erllullwrr + Cellullg Yu e WH(I).
Exercice-03 : (08 points)
On considere le probleme suivant : *
—u" = f(x)—u sur 0, 1] ()
uw(0) = wu(1), (1) — 4/ (0) = k.

Ou k € IR, et f est donnée.

1. Trouver la formulation faible du probleme (3).

1 1 1
/ u'v' dx +/ wv dx + v(0)u'(0) —v(1)u'(1) = / fvdx Yo e HY(0,1)
0 0 0

Soit
V = {v e HY(Q) tel que v(0) = v(1)}.

Siwv €V, on obtain :
1 1 1
a(u,v) = / u'v' dw —l—/ wdr = [ fudr+ kv(0) = L(v) YoeV
0 0 0

2. Montrer que pour tout f € L?(0,1) et pour tout k € IR il existe une solution unique faible du probleme (3).
Quel est le probleme de minimisation correspondant ?
A laide du Théroéme de Lax-Milgram on démontre qu’il existe une unique solution faible v € H qui vérifié
le probleme (3), le probléeme de minimisation correspondant de la solution u est donnée par :

{}Iéi‘r/l{;/ol(vg +v?) dx — /01 fodr — kv(())}



3. N’importe qu’elle solution faible v appartient & H2(0,1) et satisfait ¢

—u" + u=f sur ]0, 1] 3)
' (Dov(l) — 4/ (0)v(0) = kv(0), VkeV.

c’est a dire
u'(1) —d'(0) =k

Vérifier que u € C2([0,1]) si f = (/) —u € C([0,1]) alors v’ € C1([0,1]) donc u € C%([0,1])

4. Démontrer que v < 0 sur (0,1) si f < 0 sur (0,1) et &k < 0. Par le principe de Maximum on démontre que
u<0

Bonne chance.



