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Exercice 1 : (10pts) SoitM(n,R) l’espace des matrices carrées réelles d’ordre n, muni de
la norme d’opérateurs

‖A‖ = sup
x 6=0

‖A.x‖2
‖x‖2

, pour A ∈M(n,R)

où ‖x‖2 désigne la norme euclidienne du vecteur x dans Rn. On considère la fonction
F :M(n,R) −→M(n,R) définie par

F (X) = X −X2.

1. Dire, sans faire des calculs, pourquoi F est de classe C∞.

2. Calculer la différentielle de F en un point X0, notée dFX0
.

3. Notons UX0
= id−dFX0

où id désigne l’application "identité" dans l’espaceM(n,R).
Montrer que ‖UX0

‖L(M(n,R)) ≤ 2‖X0‖.

4. En déduire que si ‖X0‖ <
1

2
, alors dFX0

est inversible.

Exercice 2 : (10pts)
On considère l’application f : R2 −→ R2 définie par

f(x, y) = (u, v) , où
{

u = −2x+ sin y
v = −2y + sinx

On munit R2 de la norme ‖(x, y)‖1 = |x|+ |y|.
1. Montrer que f est localement inversible au voisinage de tout point.

2. Montrer que f est injective.

3. En utilisant le théorème de Levy-Hadamard, montrer que f est un difféomorphisme
global sur R2.










