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EXERCICE 1 (08 points).

On considére le problème de contrôle optimal suivant

(1)


ẋ(t) = ax(t)+bu(t)x(t), t ∈ [0;T ] ;
x(0) = x0,

min(x2(T )+
T∫
0

u2(t)dt),

où a, b et x0 sont des constantes réelles, T > 0 fixé et on ne suppose aucune contrainte sur
le contrôle u et x(T ) est libre.

On note la variable adjointe λ .
1) Écrire le Hamiltonien du problème de contrôle optimal.
2) Écrire l’équation différentielle de l’état adjoint λ .
3) Écrire la condition de transversalité λ (T ).
4) Donner l’expression du contrôle optimal u∗ en fonction de b, λ et la trajectoire optimale

x∗.
5) Montrer que la fonction définie par t 7→ λ (t)x∗(t), pour tout t ∈ [0;T ], est constante.
6) En déduire que le contrôle optimal u∗ est constant.

EXERCICE 2 (12 points).
Une entreprise produit un bénéfice x(t) > 0 au temps t. Une fraction u(t)x(t) de ce béné-
fice, avec 0≤ u(t)≤ 1, est réinvestie dans la production et contribue à l’augmentation de la
richesse crée par l’entreprise et le reste est distribué aux actionnaires.

On suppose que l’évolution du bénéfice est gouverné par le problème de Cauchy suivant

(2)
{

ẋ(t) = ku(t)x(t) , 0 < t ≤ T ,
x(0) = x0.

où k et x0 sont deux constantes strictement positives données et T > 0 fixé.
La fraction u(t) ∈ [0;1] réinvestie est considérée comme un contrôle et on considère le

problème de contrôle optimal

min
u∈Uad

C (u) avec C (u) =
T∫

0

(u(t)−1)x(t)dt,

où x désigne l’unique solution de (2) et

Uad = {u ∈ L∞ ([0;T ])/ 0≤ u(t)≤ 1 p.p dans [0;T ]} .
1) Résoudre le problème de Cauchy (2) pour u≡ 0 et u≡ 1.
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2) On note la variable adjointe λ .
2.1) Écrire le Hamiltonien du problème de contrôle optimal.
2.2) Écrire l’équation différentielle de l’état adjoint λ .
2.3) Écrire la condition de transversalité λ (T ).
2.4) Écrire la condition de minimisation et en déduire l’expression du contrôle optimal u∗

en fonction de k et la fonction λ .
2.5) En déduire qu’il existe ε > 0 tel que u∗(t) = 0, pour presque tout t ∈ [T − ε;T ].
2.6) Soit t0 un temps tel que kλ (t0) =−1. Montrer qu’alors on a nécessairement λ̇ (t0) = 1

et en déduire que l’ensemble {t ∈ [0;T ]/ kλ (t) =−1} est de mesure nulle. Que peut-on en
déduire sur le contrôle optimal u∗ ?

2.7) On suppose que u∗ = 1. En utilisant l’équation différentielle satisfaite par λ et la
question 2.4) vérifier que la fonction λ est strictement croissante.

2.8) En utilisant les question précédentes, démontrer que u∗ est bang-bang avec au plus
une commutation.
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