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Faculté des Sciences Durée 1h30', le lundi 16,/01/2023.

Examen Final -Master Biomathématiques-
Controle des Systémes

Exercice 1 (06 Points)

Soit T' > 0. Soit le systéme linéaire controlé scalaire :

| 2(t) = —ax(t) + bu(t)
(3) : { #(0) = 4 (a,b>0),t€[0,7].
1. Expliquer pourquoi le systéme (X.) admet une solution unique globale définie sur [0, 7).

2. Donner la Gramienne de controlabilité associée au systéme (X.) puis conclure.

3. Trouver 'expression du contrdle qui transfére en un temps fini 7' > 0, le point initial zy au point
x1=2x(T)=0.

Exercice 2 (08 Points)
On considére le systéme linéaire controlé-observé suivant, donné par ses éléments structurels :

0 1 0 1
A=(0 -1 1 |,B=(1|,C=(110).
0 0 0 1

1. Vérifier que le systéme donné n’est pas observable.
2. Donner une décomposition du systéme en sous-systéme observable et sous-systéme non observable.

3. Synthétiser alors un observateur de Luemberger permettant de stabiliser le sous-systéme observable par
bouclage dynamique.

Exercice 3 (06 points)
Soit (T" > 0) . On considére un modele d’évolution de la maladie du SIDA in vivo controlé-observé, donné
par :

S((t)) — S(t())( ?‘()t))(()l + up) ; SV ()1 + up)
I(t)=—I(t S HV () (1 + uy

Sur le domaine : Q = {z = (S,I,V)eR3/ 0<S <1, V>0}.S5,I,V représentent respectivement : la
quantité de cellules saines, de cellules infectées et de virus présents dans le sang. u; 2 € R.

La sortie y est choisie comme la quantité de virus en libre circulation dans le sang V, car c’est une quantité
que nous pouvons mesurer réguliérement par des prises sanguines.

1. Ecrire le modele (M) sous la forme : { t = f(z) + gil@)ur + g5(x)uz

y(z) = h(z)
2. En utilisant le degré relatif, donner la forme de Fliess du systéme en considérant us = 0.

3. En utilisant le théoréme de Chow-Rashevski discuter de la controlabilité globale du systéme sans dérive:

= g1(x)ur + go(x)uy sur €.

Remarque: L’usage des téléphones portables est strictement interdit. Bon courage.
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Exercice 1 (06 Points)

Soit (T' > 0) et soit le systéme:

() : { igé))::;:m) o) b= 0), (ke 0,T]).

1. Expliquer pourquoi le systéme (¥.) admet une solution unique globale sur [0, T7.

Le systeme (X,.) étant un probléme de Cauchy linéaire, il vérifie les conditions du théoréme de Cauchy-
Lipschitz, d’existence et d’unicité d’une solution globale définie sur [0,77]. (1pt).

2. Donner la Gramienne de controlabilité associée au systéme (X.) puis conclure.

La Gramienne de controlabilité dans le cas des systémes de controles linéaires & coefficients constants
est donnée par :

T
P(T) = / e BBT e dt (1pt)
0
Dans le cas scalaire, cela donne:

T
P(T) = / e "bbe " dt
e

- = [e’zat]g (a > 0)
= —;—a (e —1) (1pt)

Conclusion: Puisque 7' > 0 alors P(T') est inversible ce qui fait que le systéme est controlable. (1pt)

3. Trouver I'expression du controle qui transfére le point initial au point x; = z(T") = 0.
Rappelons que dans le cas général, ’expression du contréle qui transfére un point initial xy en un point
final z; en un temps fini 7" > 0 est donnée par:

u*(t) = BTeT-0A" p=1(T) (21 —e™z0)  (1pt)

_ 1 —2a
Ona P Y(T) = P =5 (e 2T — 1)

Et dans le cas scalaire:

—2a
* —a(T— —aT
U (t) = be ( t)m (.ﬁL‘l — € 330)
_2a62aT
— —a(T—t) =%~ _ _—aT
= be b2 (1 — 2T (0 — e a)
2ax ¢
= * t - -~ ¢ 1 t
U() b(l—eQaT)e ( p)



Exercice 2 (08 Points)

On considére le systéme linéaire controlé-observé suivant, donné par ses éléments structurels :

0 1 0 1
A=(o0 -1 1 |,B=[1],c=(110).
0 0 0 1

1. Vérifier que le systéme donné n’est pas observable.

La matrice d’observabilité de Kalman est donnée par:

C
o= ca |,
C A2

6 =

o O =
o O =

0
1 |,rg(téta) =2<3, (1pt)
0

donc le systéme n’est pas observable.

2. Donner une décomposition du systéme en sous-systéme observable et sous-systéme non observable.

Pour former la matrice de passage T', nous choisissons les deux premiéres lignes linéairement indépen-
dantes de téta, que nous complétons par une ligne appropriée de la base canonique, de facon & former
une base de R3.

110
T=10 0 1 |(0.5pt)
100
00 1
=T'=|10 -1 | (0.5pt)
01 0
A = TAT '(0.25pt)
110 0 1 0 00 1
= | 001 0 —1 1 10 —1
100 0 0 0 01 0
01 0
= (o0 o :<ﬁ” AO >(0.25pt)
1 0 —1 21 22
B 00 1
C=CT'=(110)[10-1]=(100)=(C 0)(0.25pt)
01 0
110 1 2 B
B=TB=|0 0 1 1]=11 —(Bl)(0.25pt)
100 1 1 2

Avec:



= (1 0);Bl—<1);32—(1)

Vérification:

Ona:C1A11:(1 0)(0 1 :(0 1)donctéta1:(1

0
0 0 01
= Le sous-systéme de dimension 2 défini par la paire (A1, C) est bien observable. (0.25pt)
Le systéme décomposé est donné par:

([ (0 1\ [(m 2 .
( - ) = ( 0 0 ) ( ) ) + ( 1 )u (Partie observable).(0.25pt)

( T ) =(10) ( ?1 ) + (—=1) (Z3) + (1) .u (Partie non observable).(0.25pt)
y =

,rg(tétar) = 2.

X2

(10) ( % ) .(0.25pt)

3. Synthétiser alors un observateur de Luemberger permettant de stabiliser le sous-systéme observable par

bouclage dynamique.
.. 21 fl . . .
On pose ici : z = ( . ) = ( = ) pour simplifier les notations.
2 2

L’observateur dynamique de Luemberger est donné par la formule :
).\ A A
z= Az + Biu+ L(Cyz — y)(0.5pt)

Pour stabiliser le systéme en boucle dynamique, on pose 'erreur d’estimation :

e(t) = Z(t)— 2(t)
= ¢é(t) = (A + LCY) e(t)(0.25pt)

Il suffit maintenant de considérer le systeme augmenté :

{ z:A112+Blu 7(0.251:)1_}) (2)

e= (All -+ LCl)e

et le bouclage dynamique : ©v = K z (0.5pt) , on trouve:

z = Anz+ Biu
— Apz+ BKz
Anz+ BiK(e+ 2)
= (A + B1K) z+ B;Ke(0.25pt)

Le systéme (2) devient:

( z ) - ( An il AHJiKLCl > < . > (0.25pt) (3)

4



OﬁK—(KQ,Kl)etL—(il).
2

Pour que ce systéme (3) soit asymptotiquement stable, il faut et il suffit que les matrices (A;; + B1K) et
(A1 + LCY) soient de Hurwitz. [Car le spectre de la matrice dans (3) est formé par 'union des spectres
de (Au + BlK) et de (All + L01>}(025pt)

Comme le sous-systéme est observable, nous assurons I’existence de la matrice gain L. Il reste & montrer
que ce sous-systéme est controlable pour assurer 'existence de la matrice gain K.

La matrice de controlabilité associée au sous-systéme est donnée par :

Y = (317141131)
2 1
- (10)
rgp = 2

Par le critére de Kalman, le sous-systéme est controlable.(0.25pt)

0 1 2 %y 1+ 2k
(Au+ BK) = (0 0)*(1)(1“2 kl):(k; ko 1)

_ 2 _ _
et () = W = (2ks £ k) — k(0-25pt)

(A + LCY) = <8 é)+(2)(1 0):(2 (1)>

2
- - - .
( deitc)()\) A — 1A —1(0.25pt)

D’apres le critéere de Routh-Hurwitz, on doit avoir :
I < 0, lh <0et ky < O,kl < —2]€2(0.25pt)
Par exemple, on choisit : K = (—1,0) et L = ( :} > .(0.25pt)+(0.25pt).

(Tous les choix qui vérifient le critére Routh-Hurwitz sont comptés juste.)

Dans ce cas, I'observateur dynamique de Luemberger est donné par :

Z=(Ay +LCy) % + Biu— Ly

é:(j é>é+(?)u—(j)y(o.25pt)

Ou alors, une écriture plus raffinée en considérant le controle du systéme initial et sa sortie comme des
entrées a l'observateur dynamique de Lumberger on a :

Lo (-1 1Na, (2 1) (u
*“\-10)° 11 y
Exercice 3 (06 points)

(T > 0) .On considére un modele d’évolution de la maladie du SIDA in vivo controlé-observé, donné par :

§(t) = S(1) (1= 5(1) (1 + ) = SOVO(1 + 1)
I(t) = ~1(0) + SOV + ) o
V() = =V(0)+ 1) + (1)

y(t) V(t)
Sur le domaine d’état : Q = {z = (S,I,V)eR3/ 0<S<1, , V>0}etu,€eR

5



1. Ecrire le modéle (M) sous la forme : { © = f(z) + gu(@)ur + ga(@)uz

y(z) = h(z)
S(1-S5)-SV S(1-2S5) 1%
flz) = ( -1+ SV ) cg1(z) = ( 0 ) i ge(z) = ( SV ) sh(z) = V.(1pt)
I1-V 0 S?

En utilisant le degré relatif, donner la forme de Fliess du systéme en considérant us = 0.
On a:

S(1-.S9)
L, h(z) = ( 0 01 ) ( 0 ) = 0(0.25pt)
0
Puis
S(1-S5)-SV
Lih(z) = (0 0 1)( —I+ SV )
-V
= I —V(0.25pt)
Et
S(1-.29)
Ly (L¢h(x)) = ( 01 —1 ) ( 0 ) = 0(0.25pt)
0
Ensuite,

Lih(x) = Ly(Lsh(x))

S(1-9)-8V
= (01 -1) —I+SV
-V
= —2I+V + 5V (0.25pt)

Ce qui donne:

S(1-25)
Ly, (LPsh(z)) = (V =2 S+1)( 0 )
0

VS(1-295)
# 0 sur §.(0.25pt)

Finalement, on a:
L, h(z)=0
Lg, (Lgh(x)) =0
Ly, (L?¢h(z)) = VS (1= S) #0,Vz € Q.

Ce qui veut dire que le degré relatif est r = 3. (0.25pt)
Le systeme est alors completement linéarisable, en considérant le changement de variables :



Zl h(ZE)

Z=\ Zy | =| Lsh(z) | (0.25pt)
Zg L2fh(.’lf)
Et le controle: () — L (h(x))
v f x
t)) = 0.25pt
Ou v(t) est le nouveau controle. Donc,
Zl ZQ
Z, | =1 %3 | (0.25pt)
Zs !

On trouve alors la forme canonique linéaire et controlable de Fliess:
10 0
01 )Z+]| 0 |uv(t)(0.25pt)
0 00 1

o O

7 =

3. En utilisant le théoréme de Chow-Rashevski discuter de la controlabilité globale du systéme sans dérive

sz = g1(z)uy + ga(x)ug sur Q.

On commence par remarquer que €2 est bien un ouvert connexe de R?, (0.25pt)

Puis, on calcule le crochet de Lie des deux champs de vecteurs C* (2 C R?* — R3), g; et go

[91,92] = Dg2.91 — Dg1.92
vV 0 -S S(1-8) (1-28) 0 0
= vV o0 S 0 — 0 0 0
25 0 0 0 0 00
-VS(1-2S5) —SV(1-25) -V s?
= VS(1-2.5) - 0 =| VS(1-25)
25%(1 - 9) 0 25%(1 - 9)
La matrice formée par (g1, g2, [g1, go]) est:
S(1-S5) =SV —V 52
(91, 92,91, 92]) = 0 SV VS(1-S) | (0.25pt)
0 S2 282(1-S)
Puisque
) 11
Ve € Q,det(g1,92,[91,92]) =S (1 —S).SV.5*(1 - 295) ’ 1 9

= S*(1-9)2V #0.(0.5pt)

Alors T'algebre de Lie engendrée par la famille des champs de vecteurs {gi, g2} est égale a R? et cela

Vo € Q, i.e.
Vo € Q, Lie{g1, g2} = R?, (0.25pt)

Le théoreme de Chow-Rashevski nous permet de conclure la controlabilité globale du systéeme donné

sur €2.(0.25pt)



