
1. Universit�e de Tlemcen, D�epartement de Mah�ematiques, Module:Transformations
Int�egrales, Examen de Rattrapage Juin 2023

Exercice1.(07 pts)

Soit l'�equation
@2y

@t2
=
@2y

@x2
, 0 < x < l; t > 0 ((E))

avec les conditions au bord

y(0; t) = 0; t > 0

y(l; t) = a; t > 0

et les conditions initiales

y(x; 0) = 0; 0 < x < l

@y

@t
(x; 0) = 0; 0 < x < l:

R�esoudre (E) en utilisant la transform�ee de Laplace.
Solution:

Appliquons la transform�ee de Laplace �a (E) nous obtenons

d2Y (x; s)

dx2
� s2Y (x; s) = 0 (01pt)

La solution est donn�ee par

Y (x; s) = c1 cosh sx+ c2 sinh sx (1p)

(remarquons que nous pouvons �ecrire la solution avec esx)

La condition au limite en en x = 0 donne Y (0; s) = c1 = 0 et Y (x; s) =
c2 sinh sx:La condition en x = l donne

Y (l; s) =
a

s
= c2 sinh sl

et
c2 =

a

s sinh sl

ainsi

Y (x; s) =
a sinh sx

s sinh sl
(1pts)
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qui admet les pôles simples suivants

sn =
n�i

l
pour n=0,� 1;�2; ::::(1pt)

pour calculer la transformation inverse, on doit calculer les r�esidus:

Re s(0) = lim s!0se
rs a sinh sx

s sinh sl
=
ax

l
(1pt)

d'une mani�ere similaire

Re s(
n�i

l
) =

a

n�
(�1)n en�itl sin

n�x

l
(1pt)

Finalement , la solution est

y(x; t) =
X

Re s =
ax

l
+
2

l

n=+1X
n=�1;n 6=0

(�1)n

n
sin

n�x

l
cos

n�t

l
(1pt)

Exercice2:06 pts

R�esoudre
y00 � 10y0 + 9y = 5t; y(0) = �1; y0(0) = 2

Solution:
la transform�ee de Laplace Y (s) v�eri�e�

s2 � 10s+ 9
�
Y (s) + s� 12 = 5

s2
01 pts

ceci donne

Y (s) =
5 + 12s2 � s3
s2 (s� 9) (s� 1) 01 pt

la d�ecomposition en fraction rationnelle donne

Y (s) =
A

s
+
B

s2
+

C

(s� 9) +
D

(s� 1) 01pts

un calcul simple donne

Y (s) =
50=81

s
+
5=9

s2
+
31=81

(s� 9) +
50=81

(s� 1) 02 pts

ainsi

y(t) =
50

81
+
5

9
t+

31

81
e9t � 2et 01 pts

Exercice 3 06 pts.
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R�esoudre par la transform�ee de Fourier

@u

@t
= c2

@2u

@x2
, x 2 R, t > 0

u(x; 0) = f(x); x 2 R

o�u c est une constante r�eelle, et f 2 L1 (R) .

Sol: voir le cours
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