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EXERCICE Ne1 (10 pts)

1.

Soit (Xp)n>1 une suite de v.a.r définies sur l'espace de probabilisé (2, F, P) i.i.d de meme loi p. On
pose Y,, = max(Xy, ..., X,)
a). On suppose que p.est la loi uniforme sur [0;1], donner sa densité et sa fonction de répartition (1pt)

b). Monter que la suite (n (1 —Y,)), - converge en loi vers une limite qu’on explicitera.[indication :
lim (1-5H"=e"" (3pts)

n—-+oo
Soit ¥ une variable aléatoire de loi uniforme sur [-1;1] et soit (Z,,)n>1 une suite de v.a.r, i.i.d, avec

=g PlZa=—p)=3

P(Zy = —
on’ T 2 on’ 2

n .
et S, = >.7Z, [indication : e"* = cost + isint]
i=1

a). Donner la fonction caractéristique de la v.a. Y (1pt)
b). Déterminer la fonction caractéristique de (Z,),>1, en déduire celle de S,, (2.5pts)

c). En utilisant la formule sin(57) = 2sin(5) cos(5) vérifier que

sint  t/2"

Tt sin(t/27) (15pts)

®g, (1) =

d). En déduire que S,, converge en loi vers une variable que 1'on déterminera (1pt)

EXERCICE N°2 (10 pts)

1.

On considére pour a > 0 la fonction de répartition continue suivante:
Flz)=P,(X <2)=(1-2"%) 1y 4oo((2)

On observe (X1, ..., X,,) suite de v.a.i.i.d de loi P,

Calculez l'estimateur du maximum de vraisemblance de «.(3pts)

2.

Si @ est un estimateur asymptotiquement sans biais de « et si sa variance tend vers zéro,alors il est
convergent (en quels sens?). (3pts)

Si @ est un estimateur de o convergent en moyenne quadratique, alors il est asymptotiquement sans
biais.(2pts)

Définir le processus de Poisson (2pts)



SOLUTION PROPOSEE

EXERCICE N°1 (10 pts)

1. Soit (X,,)n>1 une suite de v.a.r définies sur l'espace de probabilisé (€2, F, P) i.i.d de meme loi p. On
pose Y, = max(Xy,..., X,)

a). On suppose que p.est la loi uniforme sur [0;1], donner sa densité et sa fonction de répartition (1pt)
Donc X, < Upp,) sa densité est: fx, (x) =1 X 1jg,;1)(z) et sa fonction de répartion est

0 six <0
Flz)y=q¢ =z si0<z<1
1 six>1

b). Monter que la suite (n (1 —Y},)), - converge en loi vers une limite qu’on explicitera.[indication :
lim (1—-5)"=e"" (3pts)

n—-+oo
Déterminons la loi de (n (1 —Y5)),,~, ¢e sa fonction de répartition mais avant calculons la loi de
Y, -
Yo o€ (0] P(Y, <y)=PX1<y,...Xn <y)
P, < y=][PEXi<y
i=1
PY, < y=y" ()
donc
t
n(l-Y,) € [0;n] Pn(l1-Y,) <t)=PY,>1—--)
n

P(n(1-Y,) < t)=1—P(Yng1_%)

- {1 _ Tj ' selon(¥)

. . . . n _
la convergence devient evidente, on sait que lim (1 - %) =e~t donc

n—-+oo

t n
lim 1— <1 — ) =1-¢"
n—-+oo n
Or 1 — e~ * est la fonction de répartition de la loi exponetielle de paramétre 1

(n(1—=Y,)), s, converge en loi vers une variable exponetielle de paramétre 1

2. Soit Y une variable aléatoire de loi uniforme sur [-1;1] et soit (Z,),>1 une suite de v.a.r, i.i.d, avec

1. 1 1, 1
_ _ . P(Z, =— I
o) =50 Pl )

P(Z,
et S, =Y 7, lindication : e = cost + isint]
i=1

a). Donner la fonction caractéristique de la v.a. Y (1pt)

A +1q
(by(t) = E(Glty) :/ §€Ztydy
-1
1
- ]
21t 1
it _ p—it
- 2t
sint

t



b). Déterminer la fonction caractéristique de (Z,),>1, en déduire celle de S,, (2.5pts)

) . 1 . 1
@z,(t) = () =T P(Zy = 5) + e P2 =~ 5p)
| eftar peTitar ( t )
= D) = COS on
Donc
n n t
®s, (1) = [[ @z (8) = [ ] cos(57)

k=1 k=1

c). En utilisant la formule sin(57) = 2sin(5) cos(g) vérifier que

sint t/2m

Pl = e

(1.5pts)

En effet, il suffit de remarquer que

.t ot t t 1 sin(5r)
SIH(W) = 28111(2—”) cos(z—n) — cos(2—n) = 5@
donc
- t
@5,(0) = ] cos(p)
k=1
_ ﬁ }sin(z,f,l)
o 2 sin(55)
1 ﬁ sin(Q,f,l)
2 sin(5%)
. . . t
_ 1 .Smt y s.ln(t/2) ‘ x blI.l(iznt_l)
27 sin(¢/2)  sin(1/22) sin(z7)
. on
_ sint t/ COFD

t  sin(t/27)

d). En déduire que S,, converge en loi vers une variable que 1'on déterminera (1pt)

sint t/2m sint
lim ®g (t)= lim —  —F——— = —— = ®y (¢
n—Z>Too S"() niToo t Sin(t/?”) t Y()
car liT % = 1 conclusion

Sy, connverge en loi vers Y la loi uniforme sur [—1;1]



EXERCICE N°2 (10 pts)

1. On considére pour a > 0 la fonction de répartition continue suivante:
Flz)=P,(X <z)=(1-2"%) 1y 4oo((2)
On observe (X1, ..., X,,) suite de v.a.i.i.d de loi P,

Calculez I'estimateur du maximum de vraisemblance de a.(3pts)
a) Déterminons la densité

b) la vraisemblance

¢) log-vraisemblance
InL(z,a) =nlna— (a+1) Zlnxi
i=1

d) la dérivée

vérification que c’est un maximum
2

0 n

2. Si @& est un estimateur asymptotiquement sans biais de « et si sa variance tend vers zéro,alors il est
convergent (en quels sens?). (3pts) (voir cours)

3. Si @ est un estimateur de « convergent en moyenne quadratique, alors il est asymptotiquement sans
biais.(2pts) (voir cours)

4. Deéfinir le processus de Poisson (2pts) (voir cours)



