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EXERCICE N�1 (10 pts)

1. Soit (Xn)n�1 une suite de v.a.r dé�nies sur l�espace de probabilisé (
;z; P ) i.i.d de meme loi �: On
pose Yn = max(X1; :::; Xn)

a). On suppose que �:est la loi uniforme sur [0;1], donner sa densité et sa fonction de répartition (1pt)

b). Monter que la suite (n (1� Yn))n�1converge en loi vers une limite qu�on explicitera:[indication :
lim

n!+1

�
1� t

n

�n
= e�t] (3pts)

2. Soit Y une variable aléatoire de loi uniforme sur [-1;1] et soit (Zn)n�1 une suite de v.a.r, i.i.d, avec

P (Zn =
1

2n
) =

1

2
; P (Zn = �

1

2n
) =

1

2

et Sn =
nP
i=1

Zn [indication : eit = cos t+ i sin t]

a). Donner la fonction caractéristique de la v.a. Y (1pt)

b). Déterminer la fonction caractéristique de (Zn)n�1, en déduire celle de Sn (2:5pts)

c). En utilisant la formule sin( t
2n�1 ) = 2 sin(

t
2n ) cos(

t
2n ) véri�er que

�Sn(t) =
sin t

t
� t=2n

sin(t=2n)
(1.5pts)

d). En déduire que Sn converge en loi vers une variable que l�on déterminera (1pt)

EXERCICE N�2 (10 pts)

1. On considère pour � > 0 la fonction de répartition continue suivante:

F (x) = P�(X � x) =
�
1� x��

�
� 1[1;+1[(x)

On observe (X1; :::; Xn) suite de v.a:i:i:d de loi P�

Calculez l�estimateur du maximum de vraisemblance de �:(3pts)

2. Si b� est un estimateur asymptotiquement sans biais de � et si sa variance tend vers zéro,alors il est
convergent (en quels sens?). (3pts)

3. Si b� est un estimateur de � convergent en moyenne quadratique, alors il est asymptotiquement sans
biais.(2pts)

4. Dé�nir le processus de Poisson (2pts)
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SOLUTION PROPOSEE

EXERCICE N�1 (10 pts)
1. Soit (Xn)n�1 une suite de v.a.r dé�nies sur l�espace de probabilisé (
;z; P ) i.i.d de meme loi �: On
pose Yn = max(X1; :::; Xn)

a). On suppose que �:est la loi uniforme sur [0;1], donner sa densité et sa fonction de répartition (1pt)
Donc Xn ,! U[0;1] sa densité est: fXn

(x) = 1� 1[0;1](x) et sa fonction de répartion est

F (x) =

8<: 0 si x < 0
x si 0 � x � 1
1 si x > 1

b). Monter que la suite (n (1� Yn))n�1converge en loi vers une limite qu�on explicitera:[indication :
lim

n!+1

�
1� t

n

�n
= e�t] (3pts)

Déterminons la loi de (n (1� Yn))n�1 ie sa fonction de répartition mais avant calculons la loi de
Yn

Yn 2 [0; 1] P (Yn � y) = P (X1 � y; :::;Xn � y)

P (Yn � y) =
nY
i=1

P (Xi � y)

P (Yn � y) = yn (�)

donc

n (1� Yn) 2 [0;n] P (n (1� Yn) � t) = P (Yn � 1�
t

n
)

P (n (1� Yn) � t) = 1� P (Yn � 1�
t

n
)

= 1�
�
1� t

n

�n
selon(�)

la convergence devient evidente, on sait que lim
n!+1

�
1� t

n

�n
= e�t; donc

lim 1�
n!+1

�
1� t

n

�n
= 1� e�t

Or 1� e�t est la fonction de répartition de la loi exponetielle de paramétre 1

(n (1� Yn))n�1 converge en loi vers une variable exponetielle de paramétre 1

2. Soit Y une variable aléatoire de loi uniforme sur [-1;1] et soit (Zn)n�1 une suite de v.a.r, i.i.d, avec

P (Zn =
1

2n
) =

1

2
; P (Zn = �

1

2n
) =

1

2

et Sn =
nP
i=1

Zn [indication : eit = cos t+ i sin t]

a). Donner la fonction caractéristique de la v.a. Y (1pt)

�Y (t) = E(eity) =

Z +1

�1

1

2
eitydy

=

�
1

2it
eity

�1
�1

=
eit � e�it
2it

=
sin t

t
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b). Déterminer la fonction caractéristique de (Zn)n�1, en déduire celle de Sn (2:5pts)

�Zn(t) = E(eitZn) = eit
1
2n P (Zn =

1

2n
) + e�it

1
2n P (Zn = �

1

2n
)

=
eit

1
2n + e�it

1
2n

2
= cos(

t

2n
)

Donc

�Sn(t) =
nY
k=1

�Zk(t) =
nY
k=1

cos(
t

2k
)

c). En utilisant la formule sin( t
2n�1 ) = 2 sin(

t
2n ) cos(

t
2n ) véri�er que

�Sn(t) =
sin t

t
� t=2n

sin(t=2n)
(1.5pts)

En e¤et, il su¢ t de remarquer que

sin(
t

2n�1
) = 2 sin(

t

2n
) cos(

t

2n
)() cos(

t

2n
) =

1

2

sin( t
2n�1 )

sin( t2n )

donc

�Sn(t) =
nY
k=1

cos(
t

2k
)

=

nY
k=1

1

2

sin( t
2k�1

)

sin( t
2k
)

=
1

2n

nY
k=1

sin( t
2k�1

)

sin( t
2k
)

=
1

2n
sin t

sin(t=2)
� sin(t=2)

sin(1=22)
� :::�

sin( t
2n�1 )

sin( t2n )

=
sin t

t
� t=2n

sin(t=2n)
CQFD

d). En déduire que Sn converge en loi vers une variable que l�on déterminera (1pt)

lim
n!+1

�Sn(t) = lim
n!+1

sin t

t
� t=2n

sin(t=2n)
=
sin t

t
= �Y (t)

car lim
n!+1

t=2n

sin(t=2n) = 1 conclusion

Sn connverge en loi vers Y la loi uniforme sur [�1; 1]
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EXERCICE N�2 (10 pts)

1. On considère pour � > 0 la fonction de répartition continue suivante:

F (x) = P�(X � x) =
�
1� x��

�
� 1[1;+1[(x)

On observe (X1; :::; Xn) suite de v.a:i:i:d de loi P�

Calculez l�estimateur du maximum de vraisemblance de �:(3pts)
a) Déterminons la densité

f(x) = � � x���1

b) la vraisemblance

L(x; �) =
nY
i=1

f(xi; �)

=
nY
i=1

� � x���1i

= �n
nY
i=1

x
�(�+1)
i

c) log-vraisemblance

lnL(x; �) = n ln�� (�+ 1)
nX
i=1

lnxi

d) la dérivée
@

@�
lnL(x; �) =

n

�
�

nX
i=1

lnxi

@

@�
lnL(x; �) = 0, b� = n

nX
i=1

lnxi

véri�cation que c�est un maximum

@2

@�2
lnL(x; �) = � n

�2
< 0 CQFD

2. Si b� est un estimateur asymptotiquement sans biais de � et si sa variance tend vers zéro,alors il est
convergent (en quels sens?). (3pts) (voir cours)

3. Si b� est un estimateur de � convergent en moyenne quadratique, alors il est asymptotiquement sans
biais.(2pts) (voir cours)

4. Dé�nir le processus de Poisson (2pts) (voir cours)
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