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Exercice 1 (6 pts)
Soit f : R — R une fonction de classe C" telle qu'il existe une constante k, 0 < k < 1, vérifiant
|f'(t)] <k pour tout ¢t € R.
On définit F': R? — R? par F(z,y) = (z + f(y),y + f(x)) pour tout (x,y) € R2.
Montrer qu'il existe une constante ¢ > 0 telle que

(dF (2, y)(h), h) = c||h]

pour tout (z,y),h € R?, ou (.,.) est le produit scalaire usuel dans R? et ||.|| la norme euclidienne
dans R2.

Exercice 2 (7 pts)
Soient R et r deux réels strictement positifs. On considére le sous ensemble de R?
V={(z,y,2) e R*/a* + y* = R® et 2 + 2* = 1*}
1. Pour quelle condition sur R et r, I'ensemble V' est-il une sous-variété de R3?
2. Déterminer |'espace tangent a V' au point (0, R, 7).

Exercice 3 (7 pts)
Soit le tore de dimension deux : T?% = S' x S ( S le cercle unité dans R? ).

1. Montrer que T2 est une sous variété de R*.

2. Soit I'application ¢ : R? — R3 définie par

9(0,0) = ((2 4 cos(0)) cos(p), (2 + cos()) sin(¢), sin(6))

et considérons |'ensemble
2
M = {(x,y,z) € R?/ (2 — /a2 —i—yQ) + 22 = 1}

Vérifier que M = g(IR?) et montrer que M est une sous variété de R3.
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Exercice 1 (6 pts)
Ona: F(x,y) = (z+ f(y),y+ f(x)) ot f est de classe C! sur R, donc F est de classe C* sur R.
(0.5pt)

Pour tout (z,y) € R? on a
1 f'(2) )
J ) = /
F(x ?/) ( ¥ (y) 1

Donc, pour tout h = (hy, hs) € R2,

dF (2, y)(h1, ha) = (hy + haf'(2), i f'(y) + Do) (0.5pt)
On en déduit que

(1pt)

S = (dP(w,y)(h1, ha), (b1, ho)) = B2+ b3 + haba(f'(2) + /(3) (1pt)
or: |f'(t)] < k. D'ou
S > (1 —k)(hi+ h3) + k(hy — hy)? (1.5pt)
Et comme : k(h; — hy)> >0 (0.5pt). Alors
S > (1—k)(hi+h3) (0.5pt)
Ainsi, il existe une constante ¢ =1 — k > 0 telle que
(dF (z,y)(h), h) = c||h] (0.5pt)

Exercice 2 (7 pts)
Soient r et R deux réels strictement positifs. On considére

V: {(5573/72) €R3/$2+y2:R2 et $2+22:T2}

1. La condition sur R et 7 :
Considérons la fonction

f:R¥— R?
(0,:2)) = [,y 2) = (22 4 = B2a% 4+ 22 ) (0:5p1)
f est de classe C®, etona: V = f71{(0,0)}. La matrice jacobienne est
(2 2y O
s = (5 W) (0.5p1)
Vérifions que f est une submersion, soit donc le systéme suivant
22+ 4% = R?
22 4 22 = 2
xy =0 (1pt)
xz =10

yz =0



Onadoncz =y=0oux=z2z=0o0uy=2=0 (0.5pt), mais les points (0,0, 2) et
(0,9,0) n'appartiennent pas a V (0.5pt). Donc pour (x,y,z) € V, df(x,y,z) n'est pas
surjective si et seulement si 2% = R? et 2° = r?. (1pt)

Finalement, V' est une sous-variété de R? de dimension 1 si et seulement si R # 7. (1pt)

2. L'espace tangent a V' au point (0, R, ) est donné par

T(O,R,T)V = ker(df(()? R, T)) (0.5pt)
= {(a,b,c) eR*/b=c =0} (0.5pt)
= Vect{(1,0,0)} (1pt)

Exercice 3 (7 pts)
Soit le tore de dimension deux : 7% = S* x S* (1S le cercle unité dans R? ).

1. Montrons que T2 est une sous variété de R*.
Rappel : Si M; est une sous-variété de R" de dimension p; et M, une sous-variété de R™ de
dimension py, alors M; x My est une sous-variété de R™™™ de dimension p; + p2.  (0.5pt)
Il suffit donc de vérifier que S* est une sous-variété de R?, pour cela il suffit de vérifier que Ia
fonction f(x,y) = 2% + y* — 1 est une submersion en tout point de S! ( un travail déja fait en
cours). (1pt)
Donc T? = S' x S! est une sous-variété de R* de dimension 2.  (0.5pt)

2. Soit I'application g : R? — R3 définie par
9(0,¢) = ((2 + cos(#)) cos(¢), (2 + cos(0)) sin(¢), sin(0))

et considérons |'ensemble

M= {(x,y,z) c R?/ (2— \/m>2+z2:1}

(a) Vérifions que M = g(IR?).
I'image g(R?) est |'ensemble

9(R*) = {g(6, ) = ((2 + cos(8)) cos(), (2 + cos(f)) sin(¢), sin(0)) € R?, (4, ¢) € R*}

On pose x = (2 4 cos(#)) cos(¢), y = (2 4 cos(#)) sin(¢), et z = sin(h) (0.5pt)
Alors, on observe que :

2% 4y = (2 + cos(0))? (0.5pt)
et donc
Va2 +y? =12+ cos(f)| =2 + cos(0) (0.5pt)
Si bien que I'équation
2
<2 — Va2 + y2> + 22 = (cos0)* + (sinf)? = 1 (0.5pt)

Donc (z,y, z) € M et par suite : g(R?) = M.

(b) Montrons que M est une sous-variété de R3.
On considére

f:R*—= R
(x,y,2)) = flz,y,2) = (2 — \/m)2+22 1 (0.5pt)



f est de classe C, et on a : f~1{0} = M. Pour tout (z,y, z) € R, la matrice jacobienne
est

4x 4y
Je(r,y,2) = |20 — —/—,2y — —, 2% 1pt
) ( arE T g ) (eY
Donc : J¢(z,y,2) = 0 si et seulement six =y = 2z =0 ou (2 = 0 et /22 4+ y? = 2). Mais
aucun de ces point n'appartient 3 M. (1pt)

Donc, Y(z,y,2z) € M, df est surjective, ainsi M est une sous-variété de dimension 2 de
R3. (0.5pt)



