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Exercice 1 (6 pts)
Soit I'application
v:10,2r[ - R?
t — ~(t) = (sin(¢), & sin(2t))
1. Montrer que ~ est une immersion.
2. Trouver une application f, C* de R? dans R telle que : f~ ({0}) = v (]0, 2x[).
3. Montrer que v (]0, 27[) n'est pas une sous variété de R?.
Exercice 2 (6 pts)
Soit
M, ={(z,y,2) ER¥/zyz=Teta' +y* + 2" =r}
1. Pour quelles valeurs de r > 0, I'ensemble M, est-il non vide ?
Indication : utiliser l'inégalité arithmético-géométrique : {/ay...a, < % (a1 4 ... +ayn)
ol ai, ..., a, sont des réels positifs.

2. Dans ce cas, est-ce une sous variété de R??

Exercice 3 (4 pts)
Soit V un ouvert de R" et U = V xR". Soit X un champ de vecteurs C*® sur U et J : x(U) — x(U)
I'endomorphisme qui &

X(z)=>)_ (Xi(:c)a% + Yi(w) a(;) associe  J(X)(z) = ZXi(I)a?ﬁ'

=1

On désigne par C' le champ défini par C' = Z?Jia%. ; Montrer que :
i=1 ‘

J(X) = J([C, X]) = [J(X), (T,

Exercice 4 (4 pts)
L'application

6:RxR:— R?
(t,(x,y)) = ¢z, y) = (zcos(t) — ysin(t), xsin(t) + y cos(t))

définit-elle un groupe a un paramétre ? Dans |'affirmative quel est ce groupe?
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Exercice 1 (6 pts)

v:]0,27[ - R?

t — ~(t) = (sin(¢), & sin(2t))

1. (2 pts) On calcule : v/(t) = (cos(t), cos(2t)). On a

k
cos(t) = cos(2t) =0 = (t = Z + §7T> et <t = g + l7r> avec k,l € Z.

1
— k-2l = B impossible car k£, € Z

donc 7/(t) # 0 ¥Vt € |0, 27| . Ainsi -y est une immersion.

2. (2 pts) Trouver f telle que =1 ({0}) =~ (]0, 27]).
1
On pose M = 7 (]0,2x[). Donc M = f~1({0}) = {(sin(t), 3 sin(2t)) /t €10, 27r[}.
Posons = = sin(t) et y = sin(2t). On aura
2 +y* =22 -2 cad 2*(2* - 1)+ =0
Par suite, f est définie par
FiRZ R
(z,y) = flz,y) = 22(2® — 1) + 4

3. (2 pts) Montrer que 7 (]0,27[) n'est pas une sous variété :

Soit f(x,y) = 2*(z* — 1) + 3. La matrice jacobienne est :

Jr(z,y) = (22(2—1) 2y )

Les points (0,0), (1,0) et (—1,0) appartiennent & M = ~ (]0, 27[), donc f n’est pas une submer-
sion en tout points de R2.
M =~(]0,2x[) = f~' ({0}) ne peut donc étre une sous variété de R

Exercice 2 ( 6 pts)
On considére
Mr = {($,y,2) GRS tel que : ryz = 1 et x4+y4+24 :T}

1. ( 2 pts) Déterminons r > 0 tel que M, # @.
M, est non vide si et seulement si le systéme

zyz =1
4yt + 2t =r
admet au moins une solution. Or, d'aprés |'inégalité arithmético-géométrique, on a

Yty = Yoy =1 <

$4+y4+z4
3

> 1. Par la suite, M, est non vide pour r > 3.
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2. M, est-il une sous variété pour r > 37
On utilise la caractérisation par I'équation. Soit f : R® — R? définie par :

flz,y,2) = ($yz—1,x4+y4+z4_r>

Il suffit de vérifier que f est une submersion en chaque point de M.
Soit m = (x,y, z) € M,, la matrice jacobienne est :

Yz xTrz xry

On suppose, par I'absurde, que df n'est pas surjective. Alors la matrice J; est de rang < 2, donc
tous ses mineurs 2 X 2 sont nuls, ce qui s'écrit

ryz =1

dx(y' —a) =0 (1pt)

Alors : zt =yt = 2% = g (0.5 pt)

(a) (0.5 pt) Sir=3,alorsx =y =2=1et commem = (1,1,1) € Mjs, df n'est donc pas
surjective. Ainsi, M3 n'est pas une sous variété de R3.

3
(b) (1.5pt)Sir>3,ona:zt=y'=21= g et 1 = zyz = <g> ‘' C-a-d r = 3 absurde.
f est une submersion si > 3.
Conclusion : M, est une sous variété de R® de dimension 1 pour tout > 3.

Exercice 3 (4 pts)
J : x(U) — x(U) I'endomorphisme qui a

X(x) = Z (Xz(I)% + Y;(x)(?iyz) associe ZX 3yz

i=1
n

et C = Z%’a%? Montrer que :
i=1

J(X) = J([C, X]) - [J(X),C].

Le premier membre de I'égalité a vérifier est :

ZX

Pour le second membre, on a :

donc




et

Ce qui donne
J([C, X]) = [J(X),C] = J(X). (0.5 pt)

et donc I'égalité demandée est vérifiée.
Exercice 4 ( 4 pts)
Soit |'application
o RxR:— R
(&, (x,y)) = ¢e(,y) = (x cos(t) — ysin(t), zsin(t) + y cos(t))
¢ définit-elle un groupe a un paramétre ?

a. ¢0($,y) = (.I’,y) (05 pt)
b. ¢i(x,y) = (xcos(t) — ysin(t), zsin(t) + y cos(t)).

gbs © ¢t(x7 y) = ¢5(¢t($, y))
= ((x cos(t) — ysin(t)) cos(s) — (zsin(t) + y cos(t)) sin(s),
(z cos(t) — ysin(t)) sin(s) + (zsin(t) + y cos(t)) cos(s))
= (xcos(s+t) —ysin(s +t),zsin(s + t) + y cos(s + t))

= Gs+i(2,Y) (1 pt)
c. ¢_4(x,y) = (xcos(t) + ysin(t), —zsin(t) + y cos(t)) (0.5 pt). Or

e = (i "m0 Y (1)

0= 5 win) ()
= (x cos(t) + ysin(t), —zsin(t) + y cos(t))
= ¢—t(z,y) (1.5 pts)

Il s'agit donc d'un groupe a un parameétre, le groupe des rotations dans le plan. (0.5 pt)

donc



