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Exercice 1:07 pts Soit F la fonction d�e�nie sur R par

F (�) =

Z 1

0

sin(� x))

x(x2 + 1)
dx:

1. 03 pts Montrer que F est bien d�e�nie.
2. 03 pts Montrer que F est d�erivable. 3. 01 pt Calculer sa d�eriv�ee.
Sol: (2 points). Montrer que F est bien d�e�nie.
On a bien F (0) = 0. Pour � 6= 0 et x > 0, on on a aussi���� sin(� x))x(x2 + 1)

���� � ���� sin(� x))�x

�

x2 + 1

���� � C(�)

x2 + 1
:

Puisque
R1
0

dx
x2+1 est �nie, F (�) est une int�egrale ind�e�nie absolument

convergente. On remarque que F est paire. 2. Montrons que F est
d�erivable Prenons � > 0 et " 2 (0; �). On pose I l'intervalle [�� "; �+ "]
qui est contenu dan (0;1). D'abord que � 7! sin(� x))

x(x2+1) est d�erivable sur

(0;1) et sa d�eriv�ee vaut cos(� x))
x2+1 . La deuxi�eme hypoth�ese �a v�eri�er est

imm�ediate puisque ����cos(� x)x2 + 1

���� � 1

x2 + 1
;

uniform�ement sur I� (0;1). On en d�eduit que F est d�erivable sur (0;1)
puis sur R� par parit�e et que pour � 6= 0,

F 0(�) =

Z 1

0

cos(� x)

x2 + 1
dx =

Z 1

0

cos(� x)

x2 + 1
dx+ i

Z 1

0

sin(� x)

x2 + 1
dx

=

Z 1

0

1

x2 + 1
ei� xdx =

�

2
e�j�j

la derni�ere �egalit�e est obtenu par le th.des r�esidus. Exercice 2. 06 pts
R�esoudre le syst�eme 8>><>>:

y01 + 2y
0
2 + 3y

0
3 = 0

y01 � y02 = 3x� 3
y02 + 2y3 = 1� x2

y1 (0) = y2 (0) = y3 (0) = 0
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Sol: Nous appliquons la transform�ee de Laplace au syst�eme, nous obtenons
le syst�eme alg�ebrique suivant8<: sY1 + 2sY2 + 3Y3 = 0

sY1 � sY2 = 3
s2 �

3
s

sY2 + 2Y3 =
1
s �

2
s3

dont la solution est donn�ee par8<: Y1 =
2
s2 + 3s

3

Y2 =
1
s2

Y3 =
1
s3

la transformation inverse donne8<: y1 (x) = 2x+ 3
2x

2

y2 (x) = x
y3 (x) = � 1

2x
2

Exercice 3. 07 pts Soit u (t; x) une fonction de classe C2 sur R� R2:Nous
supposons qu'il existe une fonction g 2 L1 (R) telle que

juj � g(x);
����@u@t

���� � g(x); ����@2u@t2
���� � g(x); ����@2u@x2

���� � g(x)
R�esoudre l'EDP suivante

@2u

@t2
(t; x) = c2

@2u

@x2
(t; x) , c 2 R

Sol: Notons que les hypoth�eses permettent d'e�ectuer la d�eriv�ee
sous le signe int�egrale. 01 pt La transform�ee de Laplace de l'�equation
donne

@bu (!; t)
@t2

= �c2!2bu (!; t)
qui est une EDO du deuxi�eme ordre 02 pts . La solution s'�ecrit 02 pts

bu (!; t) = bF (!) e�i!ct + bG (!) ei!ct
La transformation inverse donne 02 pts

u (x; t) =
1

2�

Z
R
ei!xbu (!; t) d! = F (x� ct) +G (x+ ct)
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