Université Abou berkBelkaid Tlemcen (2022/2023)
Faculté des sciences
Département de mathématiques (L3)
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EXERCICE N¢1 (10 pts)

On définit un couple (X, Y ) de variables aléatoires de densité de probabilité f telle que:

f(w,y)z{ x—(&)—y Sizion (z,y) € [0;1] x [0;1]

1. Calculer les densités marginales, fx(z) et fy(y)respectivement de X et Y . Ces variables aléatoires
sont-elles indépendantes 7 (2.5pts)

2. Calculer les densités conditionnelles fx/y—,(z) et fy/x—.(y) (1 pt)
Déterminer la densité de la loi de Z; Z = X + Y . (2pts)

Calculer P(X < Y).(1.5pts)

5. Calculer la covariance de (X,Y); cov (X,Y) (2pts)

6. Calculer E(Y/X =2x) (1pts)

EXERCICE N°2 (10 pts)

Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes. X suit une loi de Bernoulli de paramétres "p
0<p<1letY estune loi géométrique, avec P(Y = k)= (1—a)-a*'; k>1;,0<a<1

1. Calculer la fonction génératrice de Y (1pt)

2. On pose
0 Si X=0
U= { Y Si x=1
Calculer la fonction génératrice de U, en déduire E(U) et E(U%) (3pts)

3. Soit Z une variable aléatoire dont la fonction de masse est :

(a) Identifier Z, Calculer sa fonction génératrice. (1.5pts)

(b) Calculer la loi de Z 4+ Z avec Z'une loi de Poisson de paramétre p (1.5pts)
4. Soit V la variable aléatoire définit par:

Y Si X=0
V{Z Si X=1

Calculer la fonction génératrice de V, en déduire E(V) et E(V?) (3pts)



SOLUTION PROPOSEE
EXERCICE N-1

On définit un couple (X, Y ) de variables aléatoires de densité de probabilité f telle que:

f(fc,y):{“y si (w,y) € [0;1] x [0;1]

0 sinon

1. Calculer les densités marginales, fx(x) et fy (y)respectivement de X et Y . Ces variables aléatoires
sont-elles indépendantes 7 (2.5pts)

On remarque que f(x,y) = f(y,z) de plus Dx = Dy = [0;1] la fonction etant sysmétrique et X et Y
ont le meme domaine de variation, il suffit de faire les calculs pour une des variables et par analogie
les en déduire pour 'autre (0.5pts)
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Conclusion fx(z) = (z + 3) - Loy (@) idem fy(y) = (y + 3) - Loy(y)  (Ipt)
Par contre les variables ne sont pas indépendante car f(x,y) # fx(z)x fy(y) V (0.5pt)
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2. Calculer les densités conditionnelles fx,y—,(7) et fy;x—(y) (1 pt)

flzy) _z+y

Ix)y=y(x) = 0 = i+l avec z € [0;1]
fy/x=2(y) = J;f( y)) iiz avec y € [0;1]

3. Déterminer la densité de la loi de Z; Z = X + Y . (2pts)

+oo
fz(z) = / flz—y,y)-dy

— 00

Le support: Il est clair que z € [0;2] vu que z=x-+y, mais attetion il faut aussi que x=z- y ie0<z—y <1
Or selon le dessin, le domaine d’intégration change, (faire le dessin pour s en convaincre). On distingue

alors les cas ou z € [0;1] et z € [1;2] “\'\3
Si z € [0;1] T // <
fz(z) = f(z—y,y)-dy —
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Si z € [1;2]

1
fz(z) = / fz=y,y) - dy
z—1
1
= / z - dy
z—1
= z[1-2z+1]
= 22—22
Conculion
2? si z€[0;1]
fz(z)=4 22—-22 si  z€][l;2]
0 sinon
. Calculer P(X <Y).(1.5pts)
P(X <

Y) = / F@,y) - Loy, - de dy
1

_ Al Uy(w;;)m} dy

. Calculer la covariance de (X,Y) (2pts)

cov(X,Y) = E(XY) — E(X)-E(Y)



E(XY) = /Ol/olmy-(ery) dz dy
_ /Oly.[/ol(xuxy) dw} dy
1
_ Ay.{

Ly 1,71
= - d
37 +2xy}0 Yy

6. Calculer E(Y/X =2x) (1pts)
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EXERCICE N2

Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes. X suit une loi de Bernoulli de paramétres "p
0<p<1letY estune loi géométrique, avec P(Y =k) = (1 —a)-a*'; k>1;0<a<1

1. Calculer la fonction génératrice de Y (1pt)
Oy(z) = B(")
= ) Py =k
k>1

= sz(l—a)~ak_1

k>1
= (1fa)z2(za)K avec k=k—1
K>0
(1—a)z
1—az



2. On pose

0 Si X=0
U_{Y Si X=1

Calculer la fonction génératrice de U, en déduire E(U) et E(U2) (3pts)
On remarque

z° Si X=0
ZU:{ _ =X lx=0) + 27 X lixay

zZ¥ s X
Donc
dy(z) = E(ZY)
= BE(lx1lx—q+2Z" x1x=1)
= P(X=0)+P(X=1)EZ")
_ (1-a)z
R
On sait que
E(U)=y(1) et dy(z)= (Ii(ia;gé
BUW=1)=0p(1) et @y(2) = 25(1_;;)3"‘
Donc
Bw) = 1 fa
1y 2pa
EUU -1)) L
d’un autre coté
E(U(U -1)) = E{U*-U)
= EU?) - E()

— E(U?*=EUU-1))+E{U)

2y _ _ 2pa p _p(l+a)
— B =it " aa2

3. Soit Z une variable aléatoire dont la fonction de masse est :

k

A
_ — oA .
P(Z=k)=e 5

(a) Identifier Z, Calculer sa fonction génératrice. (1.5pts)

keN, A>0

7 est une loi de Poisson de paramétre A

Dy(z) = E(Z%)
= szP(Z:k)

k>0



(b) Calculer la loi de Z + Z avec Z une loi de Poisson de paramétre p (1.5pts)

P(Z+Z = k)= (Py*Py)(k)

= €

Donc Z + Z' suit une loi de Poisson de paramétre (X + 1)

. Soit V la variable aléatoire définit par:

Y Si X=0
V= { Z S X=1
Calculer la fonction génératrice de V, en déduire E(V) et E(V2) (3pts)

On remarque

=27¥ x l(X:O) + Z% x 1(X:1)

gv_ {20 s X=0
1 Z%7 si o x=1

Donc
q)v(z) = E(ZZ)
= B(Z" X Lx=0) + 27 x 1(x=1))
— P(X =0) B(Z¥)+ P(X = 1) E(Z%)
(1—p) Oy (z)+p z(z)
(

1—a)z _
1-5) G202 4 p e

On sait que

E(V)=®,(1) et @},(z):w +pAeED)

(1-az)?
E(V(V =1)=d,(1) e ®y(z)= 2(1 (_123_)6(;)_3 a)a 4 pAZeAE—)
On aura . 0 »
(I1-a)
BV 1) = 2B e
Conclusion

= E(V?)=EV(V-1)+EV)

— gy =Pl (_1]9_)(;?: % 1 pA+ )



