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EXAMEN DE RATTRAPAGE DU JEUDI 22 JUIN 2023

Exercice 1 : 06 points.

On considère le système différentiel

(1) X ′ = A.X ,

où A =

 0 0 1
0 1 0
0 −2 −1

 .

1) Déterminer les valeurs propres de la matrice A.
2) Déterminer les vecteurs propres associés aux valeurs propres trouvées dans la question

précédente.
3) En déduire les solutions du système (1).

Exercice 2 : 07 points.

On considère le système différentiel

(2)


x
′
1 (t) =

t
1+ t2 x1 (t)+

1
1+ t2 x2 (t) ,

x
′
2 (t) =

−1
1+ t2 x1 (t)+

t
1+ t2 x2 (t) .

1) Ecrire le système (2) sous la forme

(3) X ′ (t) = A(t)X (t) ,

avec X (t) =
(

x1 (t)
x2 (t)

)
.

2) Montrer que Y (t) =
(

t
1

)
est une solution du système différentiel (3).

3) Montrer que Z (t) =
(
−1
t

)
est une solution du système différentiel (3).

4) Calculer W (t) =dét
(

Y (t) Z (t)
)
.

5) En déduire que la famille {Y (t) ,Z (t)} est un système fondamental de solutions du
système différentiel (3).

6) Donner la matrice fondamentale du système différentiel (3).
7) En déduire les solutions du système différentiel (3).
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8) Déterminer la solution du problème de Cauchy
X ′ (t) = A(t)X (t) ,

X (0) =
(

1
−1

)
.

Exercice 3 : 07 points.

On considère le problème de Cauchy suivant

(4)
{

x′ (t) = f (x(t)) ,
x(0) = x0,

avec f (x(t)) = x(t)(x(t)−1)
(

x(t)− 1
2

)
et x0 ≥ 0.

1) Dire pourquoi pour tout x0 ≥ 0, le problème de Cauchy (4) admet une unique solution
maximale.

2) Déterminer les solutions constantes de l’équation différentielle

x′ (t) = x(t)(x(t)−1)
(

x(t)− 1
2

)
.

3) On suppose que 0 < x0 <
1
2

et on note par x la solution maximale du problème de
Cauchy (4) et J son intervalle de définition.

3.1) Montrer que ∀t ∈ J, x(t)> 0.

3.2) Montrer que ∀t ∈ J, x(t)<
1
2
.

3.3) En déduire des questions 3.1) et 3.2) que J = R.
3.4) En utilisant les questions 3.1) et 3.2) montrer que la fonction x est strictement crois-

sante.
3.5) calculer lim

t→+∞
x(t) .
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