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Exercice 1 : 9 points 
Soit la fonction  f  définie par : 

( ) .3,

:
224
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xxyyyx

RRf
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1. Déterminer les points critiques de f. 

2. Soit ( ) ., 2
21 Rddd ∈=  En utilisant l’application ( ),,: 21 tdtdft aϕ montrer que ( )0,0 est un 

minimum local le long de toute droite passant par ( ).0,0  
3. Le point ( )0,0 est-il un minimum local  de la restriction de f à la parabole d’équation 

?2yx =  

4. Calculer la matrice hessienne de f. Quelle est la nature du point critique ( )?0,0   

 
Exercice 2 : 11 points 
Soit *, Npn ∈ .  Soit ( )RMA np,∈  une matrice rectangulaire  et pRb∈  un vecteur. Soit la 

fonctionnelle RRf n →:  définie par : 

( ) .
2

1 2
bAxxf −=  

1. Montrer que f est une fonctionnelle quadratique  c’est à dire trouver la matrice ( )RMA n∈′ , 

le vecteur nRb ∈′  et la constante Rc ∈′  tels que 

( ) ( ) .
2

1
, cxbxAxxfRx TTn ′+′−′=∈∀  

2. Donner l’expression du gradient ( )xf∇ et du hessien ( )xf2∇ de f en tout point .nRx∈  

3. Soit nRx ∈  tel que ( ) ,0≠∇ xf  montrer que : 
nRd ∈  est une direction de descente si  et seulement si ( ) .0<− AdbAx T  

(En particulier 0≠Ad ) 
4. Soit nRx∈  tel que ( ) 0≠∇ xf  et d une direction de descente au point x. Montrer que le 

problème d’optimisation 
),(min tdxf

Rt
+

∈
 

 

admet une solution donnée par : 
( )

.
2

*

Ad

dxf
t

T∇=  

5. Donnez les grandes lignes de l’algorithme du gradient à pas optimal appliqué à la 

résolution du problème : ( ) .
2

1
min

2
bAxxf

nRx
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Corrigé type 
Exercice 1 

1. Déterminer les points critiques de f 
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D’où ,
2

3 2yx = par suite 05 3 =− y  soit( ) ( )0,0, =yx  est le seul point critique. 

2. Soit l’application ( ),,: 21 tdtdft aϕ montrons que ( )0,0 est un minimum local le long de toute 

droite passant par ( ).0,0  

En utilisant l’application ( ) ( ) ( )( ) ( ) .33, 2
1
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221 dtddtdttdtdtdtdtdtdf +−=+−= Soit 01 ≠d

puisque tdddtdtt 2
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3 294)( +−=′ϕ et  2
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2 21812)( ddtddtt +−=′′ϕ On a 0)0( =′ϕ et ,02)0( 2
1 >=′′ dϕ

donc 0 est un minimum local de.ϕ  Si 01 =d et ,02 ≠d alors ( ) 4
2

4
2,0 dttdf = et 0 est un minimum local de 

.,ϕ enfin, le cas 0=d est trivial. 

3. Le point ( )0,0 est-il un minimum local  de la restriction de f à la parabole d’équation ?2yx =  

Soit( ) 2, Ryx ∈  tel que 2yx = Alors ( ) 4, yyxf −= et il est alors clair que( ) ( )0,0, fyxf <  si 2yx = et y 

suffisamment proche de 0. Par conséquent 0 est un max local de la restriction de f à cette parabole. 
4. Calculons  la matrice hessienne de f  et étudions la nature du point critique ( ).0,0  
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=Hf Puisqu’une valeur propre de la hessienne en (0, 0) 

est nulle, on ne peut rien conclure de ce calcul. En revanche, les deux questions précédentes prouvent que 
(0, 0) est un point selle de f. 
Exercice 2 

1. Montrons que f est une fonctionnelle quadratique.   
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avec, bAbAAA TT =′=′ , et .
2

1
bbc T=′  

2. Calcul du gradient ( )xf∇ et du hessien ( )xf2∇ de f en tout point .nRx∈  

( ) .bAAxAbxAxf TT −=′−′=∇  

( ) .2 AAAxf T=′=∇  

3. Soit nRx∈  tel que ( ) ,0≠∇ xf  montrer que : 
nRd ∈  est une direction de descente si  et seulement si ( ) .0<− AdbAx T  
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Soit nRd ∈  une direction de descente de f en x alors on a ( ) ,0<∇ dxf T soit ( ) ,0<′−′ dbxA T soit 

( ) ,0<− dbAAxA
TTT enfin( ) .0<− AdbAx T

 

4. Soit nRx ∈  tel que ( ) 0≠∇ xf  et d une direction de descente au point x. résolvons  le 

problème d’optimisation 
),(min tdxf
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+

∈
 

 
 
La fonction : ( )tdxft +a:φ  est un trinôme du second degré pour la variable t, en effet  
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Cette fonction atteint son minimum au point t satisfaisant  
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D’où
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Algorithme 
Voit cours 
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