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Exercice 1 : 9 points
Soit la fonctionf définie par :

f:R? - R
(x y) y* -3xy? + %%
Déterminer les points critiques tle
Soitd =(d;, d,)OR?. En utilisant I'applicationg:t > f (td,, td,), montrer que(o,0)est un
minimum local le long de toute droite passant (@en).
3. Le point (o, 0)est-il un minimum local de la restriction tia la parabole d’équation
x=y??
4. Calculer la matrice hessiennefd@uelle est la nature du point critiq(@0)?

Exercice 2 : 11 points
Soitn, pON". SoitAOM , ,(R) une matrice rectangulaire BORP un vecteur. Soit la

fonctionnellef :R" - R définie par :
1
f(x):E"Ax—b"Z :
1. Montrer quef est une fonctionnelle quadratique c’est a direvieo la matricex oM, (R),
le vecteun' OR" et la constante' OR tels que
OxOR", f(x):%xTA'x—(b')Tx+c'.
2. Donner I'expression du gradient (x) et du hessiem?f (x)def en tout pointxOR".
3. SoitxOR" tel quef(x)#0, montrer que :

dOR" est une direction de descente si et seulemdnk sib)" Ad <0.
(En particulierad #0)
4. SoitxJR" tel quef(x)#0 etd une direction de descente au poinkontrer que le
probleme d’optimisation
rtrgliRn f(x+td),

of (x)" d
Jad]?
5. Donnez les grandes lignes de 'algorithme du gradiepas optimal appliqué a la

admet une solution donnée par =

résolution du problémerin f (x)=1 |Ax-b|? .
xOR" 2



Corrigé type
Exercice 1
1. Déterminer les points critiques fle

L (x, y)=-3y2 +2x, %(X, y)=4y® -6xy.

0X
-3y +2x=0
4y° -6xy=0
Dol x:gyz, par suite-5y° =0 soit(x, y)=(0, 0) est le seul point critiqug 0.5+0.5+0.5

5 Soit I'applicationg:t — f td,, td, ), montrons que0,0)est un minimum local le long de toute
droite passant p&[0,0)
En utilisant I'applicationf (td,, td,) = (td,)* - 3(td, )(td, )* + (td,)? =t*d5 - 33d,d? +t2d2.Soit d, #0 | 1+1+0.5
puisqueg'(t) = 4t3ds - 9t%d,d? + 2d’t et ¢"(t) =12°ds —18d,d3 +2d2On a¢'(0) = 0et ¢"(0) =2d2 >0,
donc 0 est un minimum local geSi d, =0et d, # 0,alors f(0, td,) =t*d5 et 0 est un minimum local de
@.,enfin, le casd =0est trivial.
3. Le point (0, 0)est-il un minimum local de la restriction tia la parabole d’équation=y? %

i 2 2 4y : _ , 0.5+0.5+0.5
Soit(x, y)OR? tel quex=y2Alors f(x, y)=-y*et il est alors clair qué(x, y)< (0, 0) si x=y?ety
suffisamment proche de 0. Par conséquent 0 esmriagual de la restriction dex cette parabole.

4. Calculons la matrice hessiennefdet étudions la nature du point critig(0).

2 -6 2 0 . .
On aHf (x, y)=(_ 6y 12,2 EIGXJ et Hf (O,o):(0 O].Pwsquvune valeur propre de la hessienne en 141405
ven

est nulle, on ne peut rien conclure de ce calaukelkanche, les deux questions précédentes prog
(O, 0) est un point selle de
Exercice 2

1. Montrons qud est une fonctionnelle quadratique.

Par suite :

1 2_1

f(x):E"Ax—b" :E(Ax—b)T (Ax - b)

:%(XTATAx—xTATb—bTAx+bTb) 2.25

=13 AT Ax - ATbx+ ZbTh= 2 xT Ax-bix + ¢,
2 2 2

avec,A'=ATA b'=ATbet c':%bTb. 0.75

2. Calcul du gradientif (x) et du hessiem? f (x)def en tout pointx(IR".
Of (x) = Ax-b' = AT Ax - ATb,
02f(x)=A'=ATA

3. SoitxOR" tel quef(x)# 0, montrer que :

dOR" est une direction de descente si et seulemdnksib)’ Ad <0,



Soitd OR" une direction de descente fdenx alors on alf (x)" d < 0. soit (A'x-b')" d <0, soit
[0.5+0.5+0.5+0.5

(A7 Ax— ATb)" d <0, enfin(ax - b)T Ad <o.
4. SoitxOR" tel queDf(x)z0 etd une direction de descente au pointésolvons le
probléme d’optimisation

in f (x +td
min f(x +d),

La fonction : g:t— f(x +td) est un trindme du second degré pour la varialele &ffet

)= 1(crtd)= 19+ (a7 (b 0+’

Cette fonction atteint son minimum au point t satisfaisant

(AT (Ax-b))" d +t]ad]? =0
D(x)T d

*

Dot |ad|*
Algorithme
Voit cours



