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CONTROLE CONTINU.

Exercice 1 (09 points)

En dynamique des populations, le modele le plus simple est de relier les variations de taille
a la population existante. Autrement dit, si x(¢) désigne le nombre d’individus au temps , les
variations de x() sont données par 1’équation différentielle

(1) X (t)=2Ax(t),
ol A est un parametre réel.strictement positif.

Afin d’intégrer certains freins a la croissance infinie de ces systemes, tels les limitations
environnementales pour des modeles de populations, les limitations de ressources naturelles,
ou encore les barrieres financieres, on utilise souvent le modele logistique suivant, aussi
appelé modele de Verhulst-Pearl.

) x/(t):l.x(l).(l—)%>7

ou K est un parametre réel strictement positif représente la capacité, et la taille limite du
systeme.

1) Déterminer les solutions de 1’équation différentielle (1).

2) Déterminer les solutions constantes de 1’équation différentielle (2).

3) On considere le probleme de Cauchy

3) { ¥ () =2x(0). (1-5),
x(0) = xo,

avec 0 < xp < K.
Rappeler pourquoi, le probleme de Cauchy (3) admet une unique solution maximale.
4) Montrer que la solution du probleme de Cauchy (3) est donnée par

Kxg
xo+ (K —xg)e 2

VieR, x(t) =

5) Calculer IEIPMx (1) et tEme (1).

6) Montrer que la fonction # — x() est strictement croissante.

Exercice 2 (11 points)

On considere le probleme de Cauchy

@) { Y1) = yg—t) =y (1) =-9%1>0,
y

(1)=4.



1) Rappeler pourquoi, le probleme de Cauchy (4) admet une unique solution maximale

¢:J—R.
2) Vérifier que la fonction ¢ — 3¢ est une solution particuliere de 1’équation différentielle

y (1)
Y () -LE -y ) =97,

out > 0.
3) Montrer que la fonction ¢ — 3¢ — @ () ne s’annule pas sur J.
4) Pour toutz € J, on définit la fonction y par

1

BERI0)
1
4.1) VérifierqueVt € J, ¢ (t) = ——— + 3t.
q (1) v

4.2) Montrer que la fonction y est solution du probleme de Cauchy
{ v () + (6t + D) w(t)=1,1>0,

v (1)

(&)

y(l)=-L
4.3) Montrer que la solution du probleme de Cauchy (5) est donnée par
17 2
Vis 0,y (t) = — — —e3171),
>0,y(t) = — e

4.4) En déduire la solution ¢ du probleme de Cauchy (4).
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