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Exercice 1: 

On considère l’EDP  d’inconnue �:	ℝ� ⟶ ℝ	, �	, 
� ⟼ ��	, 
�  suivante : 

2���	 − ��
�
 = 	�
											��� 

1. En utilisant le changement de variables  �� = 	,			� = 	 + 2
�   déterminer 
les solutions de ���. 
2. Trouver les solutions � vérifiant ��1,1� = 0. 
 

Exercice 2: 
1. Résoudre le système différentiel suivant �	


� = �

	� = ��

	
	 
2. En déduire les solutions de l’EDP suivante 


� ���	 + 	� ���
 = 	
. 
3. Déterminer les solutions � dont le graphe contient le point  ��√2, 1, √2�, et 
donner explicitement une de ces solutions. 
 
 
Exercice 3: 
On considère l’EDP d’ordre 2 suivante: 

 �! �
��

�	� − 2
 ! ���
�	�
 + 
� ���

�
� = 	 ���
 − 
 ���	 
1.  Quel est type de cette EDP?   
2. Écrire, sans calcul, sa forme standard. 
3. Déterminer ses courbes caractéristiques. 
 

 

 

 

 

Barème:          Exercice 1: 7 pts                 Exercice 2: 7 pts                  Exercice 3: 6pts           
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Corrigé 

Exercice 1: 

On considère l’EDP : 

2���	 − ��
�
 = 	�
											��� 

1. En posant  �� = 	,			� = 	 + 2
�  résolvons  ���. 
Nous avons par la règle des chaines ��

�	 = ��
��

��
�	 + ��

��
��
�	 = ��

�� + ��
��					�"	#$� 

									���
 = ��
��

��
�
 + ��

��
��
�
 = 2����															�"	#$�								 

En remplaçant dans l’équation ���	nous obtenons 

2 %���� + ��
��& − 2���� = �� � − �

2 = 1
2 ���� − �'� 

Soit 

2 ��
�� = 1

2 ���� − �'�							�"	#$� 

Cette dernière EDP est d’ordre 1 et ne contient qu’une seule dérivée partielle, 
elle peut-être regardée comme une EDO d’ordre 1, ��

�� = 1
4 ���� − �'�. 

��
�� = 1

4 ���� − �'� ⟹ ���, �� = 1
4*���� − �'��� 

D’où  

���, �� = 1
12�'� − 1

16�, + ����							�"	#$� 

où � est une fonction, d’une seule variable, de classe -.. 
En revenant aux variables 		 /	
 nous obtenons 

��	, 
� = 1
12	'�	 + 2
� − 1

16	, + ��	 + 2
�
= 1

48	, + 1
6	'
 + ��	 + 2
�.											�1	#$2� 

2. Déterminons les solutions � vérifiant ��1,1� = 0. 
��1,1� = 0 ⟹ 1

48 + 1
6 + ��2� = 0 ⟹ ��3� = − 3

16	. 
Les solutions u vérifiant ��1,1� = 0 sont définies par 

��	, 
� = 1
48	, + 1

6	'
 + ��	 + 2
�		45 6			��3� = − 3
16	.					�"	#$�	 

Exemples:   ��	, 
� = .
,7 	, + .

8 	'
 − '
.8     ,  ��	, 
� = .

,7 	, + .
8 	'
 − '

.8  !9�:;'. 
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Exercice 2: 
1. Résolvons le système différentiel suivant �	


� = �

	� = ��

	
	.	 
De la première équation �	


� = �

	� ⟹ �	


 = �

	 ⟹ 	�	 = 
�
 ⟹ 1

2	� = 1
2
� + 6. 

D’où			� − 
� = -.  Une première intégrale première est ��	, 
, �� = 		� − 
�.  
De la même manière, de la deuxième équation nous avons la deuxième 
intégrale première,  5�	, 
, �� = 	
� − ��.    �1 × "	#$� 
Remarquons que 

=��, 5�
=�	, 
� = >2	 −2


0 2
 > = 4	
.			�?, @	#$� 

Donc u et v sont fonctionnellement indépendantes dans au moins un  ouvert 
de ℝ', par exemple   Ω = B0,+∞D × B0,+∞D × ℝ.   �?, @	#$� 
Les solutions du système donné sont les courbes �EFG� intersection des 
surfaces de  ℝ' d’équations 		� − 
� = 4,				
� − �� = H.   �?, @	#$� 
2. Solutions de l’EDP suivante 


� ���	 + 	� ���
 = 	
. 
Le système caractéristique de cette EDP d’inconnue z est �	


� = �

	� = ��

	
							�?, @	#$� 

ayant, d’après la première question, pour intégrales premières u et v. 
Les  solutions de l’EDP sont données implicitement par 
I���	, 
, ��,			5�	, 
, ��� = 0			J.  .			I�		� − 
�,				
� − ��� = 0,				�?, @	#$�		 

où F est une fonction de deux variables de classe -.. Il existe alors une 
fonction K de classe -. telle que 				
� − �� = K�		� − 
��.   
D’où l’en tire 

���	, 
� = 
� − K�		� − 
��.			�?, @	#$� 
3. Déterminons les solutions � dont le graphe contient le point  ��√2, 1, √2�. 

�	 L/	�M	NOJM/	��	PQ4Nℎ 	� 	� ⟺ √2� = 1 − K T√2� − 1U ⟺ K�1� = −1. 
Les solutions z dont le graphe contient le point A sont les fonctions z pour 
lesquelles  K�1� = −1.    �"	#$� 
Exemples �"	#$�: Pour K�/� = −/, nous obtenons  

���	, 
� = 
� + 		� − 
� = 		�. 
Pour K�/� = cos�Y/�, nous obtenons 

���	, 
� = 
� − cos�Y�		� − 
���. 
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Exercice 3: 
On considère l’EDP d’ordre 2 suivante: 

 �! �
��

�	� − 2
 ! ���
�	�
 + 
� ���

�
� = 	 ���
 − 
 ���	 
1.  Type de cette EDP: Calculons son discriminant 

∆= �
 !�� −  �!
� = 0.			�"	#$�	 
L’EDP est donc parabolique.  �"	#$� 
2. La forme standard des EDP paraboliques d’ordre 2 est: 

	�
��

��� = I %���� , ���� , �, �, �	& 							O�							 �
��

��� = [ %���� , ���� , �, �, �	&.		�"	#$�	 
3. Déterminons ses courbes caractéristiques: Ses courbes caractéristiques sont 
solutions de l’EDO suivante, 

 �! %�
�	&
�
+ 2
 ! �
�	 + 
� = 0.		�"	#$� 

Cette EDO s’écrit sous la forme 

% ! �
�	 + 
&
�
= 0 

Donc  

 ! �
�	 + 
 = 0		�?, @	#$� 

 

 ! �
�	 + 
 = 0 ⟹ �


 = − ;!�	 ⟹ ln|
| =  ;! + _			�?, @	#$� 

D’où  

 = - exp� ;!�.		�?, @	#$� 

Il y a une seule famille de courbes caractéristiques: 
c�	, 
� = 
	 exp�− ;!�.				�?, @	#$� 


