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Exercice 1. ( 6 Pts)
Soient α, β et γ trois constantes positives et f : R2 → R la fonction dé�nie par

f(x, y) =


|x|α|y|β
(|x|+|y|)γ si (x, y) 6= (0, 0),

0 si (x, y) = (0, 0).

1) Pour quelles valeurs de α, β et γ, la fonction f est-elle continue en (0, 0) ?

2) Montrer que ∂f
∂x

(0, 0) et ∂f
∂y

(0, 0) existent et calculer leurs valeurs.

3) Trouver une condition ( qui dépend des paramètres α, β, γ) pour que f soit di�érentiable en
(0, 0).

Exercice 2. ( 6.5 Pts)
Soient g une fonction de classe C1 sur R∗+×R, (x0, y0) ∈ R∗+×R, g0 := g(x0, y0) et F : R∗+×R→ R
dé�nie par

F (x, y) = y − y0 +
1

2
(g(x, y) + g0)

(
1

x
− 1

x0

)
.

1) Montrer qu'au voisinage de (x0, y0), l'équation F (x, y) = 0 équivaut à y = φ(x) où φ est une
fonction de classe C1.

2) Exprimer φ′ à l'aide de g et de ses dérivées partielles et en déduire φ′(x0).

3) On suppose ici que g(x; y) = αxy, α > 0.
Calculer

lim
x→x0

g(x, φ(x))− g0
x− x0

Exercice 3. ( 7.5 Pts)
I) Soit D le domaine suivant

D = {(x, y) ∈ R2, y ≤ x et 1 ≤ x2 + y2 ≤ 9}.

1) Représenter le domaine D.
2) Calculer l'aire du domaine D.
3) Calculer l'intégrale double suivante

I =

∫∫
D

(3x2 + 4y2)dxdy

II) Calculer le volume du domaine ∆ limité par le paraboloïde d'équation z = x2 + y2 et le plan
d'équation z = h, h > 0.
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Exercice 1. ( 6 Pts)
1) On remarque que f est continue en (0, 0) si lim

(x,y)→(0,0)
f(x, y) = 0. (0.25 Pt) Alors, on a

|f(x, y)− f(0, 0)| = |x|α |y|β

(|x|+ |y|)γ

≤ (|x|+ |y|)α(|x|+ |y|)β

(|x|+ |y|)γ

= (|x|+ |y|)α+β−γ . (1.5Pt)

Le terme (|x|+ |y|)α+β−γ → 0 quand (x, y)→ (0, 0) si et seulement si α + β − γ > 0
Ainsi, f est continue en (0, 0) si α + β > γ. (0.5 Pt)
2) Par dé�nition, on a

∂f

∂x
(0, 0) = lim

h→0

f(h, 0)− f(0, 0)

h
= 0 (0.5Pt)

∂f

∂y
(0, 0) = lim

h→0

f(0, h)− f(0, 0)

h
= 0 (0.5Pt)

3) On remarque que l'existence de la di�érentielle en (0, 0) implique que

df(0,0)(h1, h2) = h1
∂f

∂x
(0, 0) + h2

∂f

∂y
(0, 0) = 0. (0.25Pt)

Ainsi, f est di�érentiable en (0, 0) si

lim
(h1,h2)→(0,0)

f(h1, h2)− f(0, 0)− df(0,0)(h1, h2)

‖(h1, h2)‖
= 0. (0.5Pt)

En choisissant ‖(h1, h2)‖ = |h1|+ |h2| , nous remarquons que

f(h1, h2)− f(0, 0)− df(0,0)(h1, h2)

‖(h1, h2)‖
=

|h1|α|h2|β

(|h1|+ |h2|)γ+1

≤ (|h1|+ |h2|)α(|h1|+ |h2|)β

(|h1|+ |h2|)γ+1 = (|h1|+ |h2|)α+β−γ−1 . (1.5Pts)

Donc, f est di�érentiable en (0, 0) si α + β > γ + 1. (0.5 Pt)
Exercice 2. ( 6 Pts)

1) Remarquons que F (x0, y0) = 0 pour (x0, y0) ∈ R∗+ × R. (0.25 Pt)
D'autre part,

∂F

∂y
(x, y) = 1 +

1

2

∂g

∂y
(x, y)(

1

x
− 1

x0

). (0.25Pt)

Donc, ∂F
∂y

(x0, y0) = 1 6= 0. (0.25 Pt)
Par le théorème des fonctions implicites, il existe un voisinage V de x0 et une fonction φ : V → R



véri�ant y0 = φ(x0) et F (x, φ(x)) = 0, ∀x ∈ V. (0.25 Pt)
2) En dérivant par rapport à x l'équation F (x, φ(x)) = 0, on obtient

φ′(x) = −
∂F
∂x

(x, φ(x)))
∂F
∂y

(x, φ(x))
. (1Pt)

On remarque que

∂F

∂x
(x, φ(x)) = − 1

2x2
(g(x, φ(x)) + g0) +

1

2

∂g

∂x
(x, φ(x))

(
1

x
− 1

x0

)
. (1Pt)

Ainsi,

φ′(x) =

1
2x2

(g(x, φ(x)) + g0)− 1
2
∂g
∂x

(x, φ(x))
(

1
x
− 1

x0

)
1 + 1

2
∂g
∂y

(x, φ(x))
(

1
x
− 1

x0

) . (0.5Pt)

Ainsi,

φ′(x0) =
g0

x2
0.

(0.5Pt)

3) On remarque que

lim
x→x0

g(x, φ(x))− g0

x− x0

= lim
x→x0

dg

dx
(x, φ(x)) (0.5Pt)

=
∂g

∂x
(x0, φ(x0)) + φ′(x0)

∂g

∂y
(x0, φ(x0)). (0.5Pt)

Pour, g(x, y) = αxy, on a ∂g
∂x

(x, y) = αy et ∂g
∂y

= αx. (0.25 Pt)
Donc,

lim
x→x0

g(x, φ(x))− g0

x− x0

= αφ(x0) + αφ′(x0)x0. (0.25Pt)

D'autre part, on sait que g(x0, y0) = g0 ⇔ g(x0, φ(x0)) = g0, ceci implique que αx0φ(x0) = g0.
(0.25 Pt)
Ainsi,

lim
x→x0

g(x, φ(x))− g0

x− x0

= α(
g0

αx0

) + α
g0

x2
0

x0 = (1 + α)
g0

x0

. (0.25Pt)

Exercice 3. ( 8 Pts)
I) 1) Le domaine D est (0.5 Pt)

3

y = x

10

D

2) L'aire du domaine D est donné par

Aire(D) =

∫∫
D

dxdy. (0.25Pt)



Par les coordonées polaires, on a

Aire(D) =

∫∫ ′
D

rdrdθ (0.25Pt)

avec D′ = {(r, θ), / r ∈ [1, 3], θ ∈ [−3π
4
, π

4
]}. (1 Pt)

Donc,

Aire(D) =

∫ π/4

−3π/4

∫ 3

1

rdrdθ =

[
r2

2

]3

1

[θ]
π/4
−3π/4 = 4π (0.5Pt)

3) Le calcul de l'intégrale double devient simple par les coordonnées polaires. On a

I =

∫ π/4

−3π/4

∫ 3

1

(3r2 cos2(θ) + 4r2 sin2(θ))rdrdθ (0.5Pt)

=

∫ π/4

−3π/4

∫ 3

1

(3 + sin2(θ))r3drdθ =

(∫ 3

1

r3dr

)(∫ π/4

−3π/4

(
3 +

1− cos(2θ)

2

)
dθ

)

=

[
r4

4

]3

1

[
7

2
θ − sin(2θ)

4

]π/4
−3π/4

= 70π (1.5Pts)

II) On sait que le volume de ∆ est donné par

V olume(∆) =

∫∫∫
∆

dxdydz (0.25Pt)

En utilisant les coordonées cylindriques (x = r cos(θ), y = r sin(θ), z = z,) (0.25 Pt) on obtient
que ∆ = [0,

√
z]× [0, 2π]× [0, h] (0.5 Pt) Ainsi,

V olume(∆) =

∫ h

0

∫ 2π

0

∫ √z
0

rdrdθdz = 2π

∫ h

0

[
r2

2

]√z
0

dz

= π

∫ h

0

zdz = π
h2

2
. (1Pt)
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