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Exercice 1. ( 6 Pts)
Soient «, 3 et v trois constantes positives et f : R? — R la fonction définie par

|| yl”

Fla,y) = { T’ si (z,y) # (0,0),
0 si (xvy) = (0,0)

1) Pour quelles valeurs de «, 5 et 7, la fonction f est-elle continue en (0,0)7
2) Montrer que %(0,0) et 2—5(0,0) existent et calculer leurs valeurs.

3) Trouver une condition ( qui dépend des paramétres «, 3,7) pour que f soit différentiable en
(0,0).

Exercice 2. ( 6.5 Pts)
Soient g une fonction de classe C* sur R%. xR, (29, yo) € R% xR, go := g(xo, yo) et F : RE xR — R
définie par

F(Ly)zy—yoJr%(g(x,y)Jrgo) G—%O)

1) Montrer qu'au voisinage de (zg,vo), I'équation F(x,y) = 0 équivaut & y = ¢(z) ol ¢ est une
fonction de classe C.

2) Exprimer ¢’ a 'aide de ¢ et de ses dérivées partielles et en déduire ¢'(zy).

3) On suppose ici que g(z;y) = axy, a > 0.

Calculer
T—T0 Tr — :L'O

Exercice 3. ( 7.5 Pts)
1) Soit D le domaine suivant

D={(x,y) €eR? y<uz et 1<z’+y> <9}

1) Représenter le domaine D.
2) Calculer I'aire du domaine D.
3) Calculer I'intégrale double suivante

I= / / (32% + 4y*)dwdy
D

1) Calculer le volume du domaine A limité par le paraboloide d'équation z = x? + 4 et le plan
d'équation z = h, h > 0.
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Exercice 1. ( 6 Pts)

1) On remarque que f est continue en (0,0) si ( l)mr% )f(x,y) =0. (0.25 Pt) Alors, on a
z,y)—(0,0

2| lyl®
(I + lyl)”
(Il + Dzl + ly)?
(I + lyl)”
= (2| + [y, (L5Pt)

Le terme (|| + [y))*""~" — 0 quand (z,4) — (0,0) si et seulement si v+ 3 — > 0
Ainsi, f est continue en (0,0) sia+ [ >~. (0.5 Pt)
2) Par définition, on a

|f(z,y) = £(0,0)] =

Of (4.0) = tim £(1:0) = £(0.0)

Ox h—0 h =0 (0.5PY)
af 1 f(O,h)—f(0,0) _
8_y(0’ 0) = }lzlg(l) N =0 (0.5Pt)

3) On remarque que |'existence de la différentielle en (0,0) implique que

%) 0
df(0,0) (1, he) = hla—i(o, 0) + hga—g(o, 0) =0. (0.25Pt)

Ainsi, f est différentiable en (0,0) si

f(hi, ha) — £(0,0) — df(,0)(ha, ho)

lim =0. (0.5Pt
(b1 h2)=(0,0) [(, ha) | ( )
En choisissant ||(h1, h2)|| = |h1| + |h2| , nous remarquons que
f(h1, o) — f(0,0) — dfioo)(h1,ha) _ |Pa|*[ho)?
[y, )] (Ia] + [hal)7!

(11| + o) (1] + [22])”
(1] + [haf )™
Donc, f est différentiable en (0,0) sia+ 5 >~ +1. (0.5 Pt)
Exercice 2. ( 6 Pts)

1) Remarquons que F(zo,yo) = 0 pour (zo,10) € R x R.  (0.25 Pt)
D’autre part,

<

= (|ha] + |Ro))*T7 . (1.5Pts)

OF 19g 1 1

a—y(m,y) =1+ 5@(%9)(; - x_o) (0.25Pt)

Donc, & (w0,50) =1 #0. (0.25 Pt)
Par le théoréeme des fonctions implicites, il existe un voisinage V' de z( et une fonction ¢ : V' — R



vérifiant yo = ¢(xg) et F(z,¢(z)) =0, VxeV. (0.25 Pt)
2) En dérivant par rapport a = I'équation F'(x, ¢(x)) = 0, on obtient

5 (2, 0(2)))

(z) = -2 .
Y=o U
On remarque que
O (@,0(0)) =~ (9o 00o)) + o) + 5 54w 0(0) (- ). 1Py)

Ainsi,

g 6@) + g0) — 2w o)) (2 - L)

¢'(x) = — — . (0.5Pt)

1+ 3%, o(2)) (1 - L)

Ainsi,

3) On remarque que

lim YEPE) =90 _ 490 sy (0.5P8)

T—xo T — T z—zo dT

= 99 2y, 0(20)) + & (20) 22 (20, 6(x0)).  (0.5P)

ox oy
Pour, g(x,y) = axy, on a %(w,y) =y et g—g =azx. (0.25 Pt)
Donc,
lim 9z, 9(x)) = 9o = ag(xg) + ag'(xg)zo. (0.25Pt)
T—T0 T — xo
D’autre part, on sait que g(zo,y0) = go < g(xo, ¢(x0)) = go, ceci implique que azop(xy) = go-
(0.25 Pt)
Ainsi,
lim O =90 oy 0By =1+a)L. (0.25Pt)
T—T0 T — X axo Xy Zo

Exercice 3. ( 8 Pts)
1) 1) Le domaine D est (0.5 Pt)

2) L'aire du domaine D est donné par

Aire(D) = / /D drdy. (0.25Pt)



Par les coordonées polaires, on a

Aire(D)://D/rd'rdQ (0.25Pt)

;E\)vec D'={(r,0),/ rel,3], 0e[- 2]} (1Pt)

/4 3 r2 3
Aire(D) = / / rdrd) — {5} o7, =4r (05Pt)
1 1

—3r/4

3) Le calcul de l'intégrale double devient simple par les coordonnées polaires. On a

w/4 3
I= / / (3r? cos?(#) + 4r? sin®(0))rdrdd  (0.5Pt)
1

—3n/4

_ /_’;j; [ sswonraa = [ o) ( /_’;jj/4 (34 L) de)

473 . w/4
2
- [T—} Fe— sin( 9)} — 701 (1.5Pts)
4], 12 4 —3r/4

I1} On sait que le volume de A est donné par

Volume(A) = ///A dxdydz (0.25Pt)

En utilisant les coordonées cylindriques (z = rcos(6),y = rsin(f),z = z,) (0.25 Pt) on obtient
que A = [0,4/2] x [0,27] x [0,h] (0.5 Pt) Ainsi,

h  pr2m vz h r2 Vz
Volume(A) :/ / / rdrdfdz = 27r/ {—] dz
o Jo Jo o L2]
h

2

h
= 7r/ zdz =1—. (1Pt)
0 2
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