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Exercice 1. ( 5.5 Pts)
Soit f : R? — RR3 la fonction définie par

f(z,y) = (cos(x) + sin(y), — sin(z) + cos(y), 2 sin(z) cos(y)).

Déterminer la matrice Jacobienne J, ,(f) de f au point (z,y).
2) Soit g : R* — R la fonction définie par

g(u,v,w) = u* + v* + w.

Déterminer la matrice Jacobienne J, ..)(g) de g au point (u,v, w).
3) Calculer de deux maniéres différentes la matrice Jacobienne J, (g o f) de go f au point (z,y).

Exercice 2. ( 6.5 Pts)
On définit une fonction f : R? — R par

3
y
f(x,y)=x2+§+:vy

1) Donner le développement limité de f en (0,0) a I'ordre 2.
2) Trouver les points critiques de f.

3) Déterminer la nature des points critiques.

4) La fonction f a-t-elle un minimum ou un maximum global ?

Exercice 3. ( 8 Pts)
Soit D le domaine suivant

D={(z,y) €R* 2 +y*<4 et y>1}.

1) Représenter le domaine D.
2) Calculer I'aire du domaine D.
3) Calculer I'intégrale double suivante

,y2
I = dxd
///r):v2+y2 v

4) En déduire la valeur de l'intégrale triple suivante

/// 1 sin(z) sin(2z)dzdydz,

ot A= {(r.y.2) €RY, (r,y)€D, 0<z< 3.
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Exercice 1. ( 5.5 Pts)
1) On a
7@, u) = (cos() + sin(y), — sin(z) + cos(y), 2in(z) cos(y)).
On pose u = cos(z) + sin(y),v = — sin(z) + cos(y), w = 2sin(x) cos(y).

Alors, la matrice Jacobienne de f est donnée par

(z,9)

du

dy

Se(x,y)
w

9y

Jap(f) = | 52(@y)
%(a?,y) 6_(3779)

Donc,
— sin(x) cos(y)
Jay(f) = — cos(x) — sin(y) (1.5Pts)
2 cos(z) cos(y) —2sin(z)sin(y)

2) On a g(u,v,w) = u* + v? + w. La matrice Jacobienne de g est donnée par
Jwww(9) = (2u 20 1) (0.5Pt)
3) On a
go f(x,y) = g(f(x,y)) = g(cos(x) + sin(y), — sin(x) + cos(y), 2sin(x) cos(y))

= (cos(x) +sin(y))? + (—sin(z) + cos(y))? + 2sin(z) cos(y) = 2 4+ 2cos(x) sin(y). (0.5Pt)

La premiére méthode, c'est le calcul direct de la matrice Jacobienne
Jay)(go f) = (—2sin(z)sin(y) 2cos(z)cos(y)). (0.5Pt)
Pour la deuxiéme méthode, on utilise

(90 f) = Jpay(9)-Jwy(f) (1Pt)

— sin(x) cos(y)
= (2(cos(x) +sin(y)) 2(—sin(x) +cos(y)) 1) — cos(z) —sin(y)
2 cos(z) cos(y) —2sin(z)sin(y)
= (—2sin(z)sin(y) 2cos(z)cos(y)) (1.5Pts)

Exercice 2. ( 6.5 Pts)
Ona f(x,y) ::c2+§ + 2.
On remarque que f € C?(R?) puisque f est un polynéme.
1) Le développement limité de f en (xq,yo) est
10%f 10%f

0 0
f(zo+hi,yo+ha) = f(20,90) + a—i(%, Yo)h1 + 8_£<x0’ Yo)ha + 5@(%7 yo)hi + ia_yQ(x()? yo)h3

2

9
+—axgy(ﬂ7o,yo)h1h2+0(||h||2). (0.75Pts).



Puisque

0 0
%(x,y)Z%ﬂLy, 8—§(w,y)=y2+x
0? H? 92

alors
f(hi,ho) = h3 4 hihy +o(||R|*). (0.5Pts)

2) Les points critiques de f vérifient

%(as,y) = 0 20 +y = 0
of _ = 2 _
5 (Ty) = 0 y+r =0
y
:>{ y = -2 1
x=0 ou z=—3

Donc, les points critiques de f sont (0,0) et (—1,3). (1 Pt)
3) La nature des points critiques :
Remarquons que

Hessf(0,0) = < ? é )

Puisque det Hessz(0,0) = —1 <0 et %(0,0) =2>0, (1Pt)alors(0,0) estun point selle.

(0.25 Pt)
11 2 1
Hessf(—z,i) = ( 11 )

Pour le point (—i, %), ona

Puisque det Hessz(0,0) =1 >0 %(0,0) =2>0, (1 Pt)alors (—1,1) est un minimum
local. (0.25 Pt)

4) On remarque que

lim f(r,y) =400 et lim f(x,y) = —o0,

T—+00 Yy——00
z fixé

donc, la fonction f n’a pas de maximum, ni de minimum global. (0.5 Pt)
Exercice 3. ( 8 Pts)

1) Le domaine D posséde la forme suivante (0.5 Pt)
Az D

77
[ )

-2 0 2

¥

2) L'aire du domaine D est donné par

Aire(D) = / /D dady.

L'intersection de 22 + y? = 4 et y = 1 implique que z = ++/3.

Donc,
V3 pV4A—22
Aire(D) = 2/ / dydx (0.25Pt)
0 1



:2[/0ﬁ[yh¢mdx]

=2 /ﬁ(\/zl — 22— 1)dz (0.25Pt)

On pose = 2sin(f) = dx = 2cos(#)df. Alors, pour z = 0, on a § = 0 et pour z = /3, on a
6 = %. Donc
6 ’

Aire(D) =2 [/Oﬂm \/4 — 4sin?(6)(2 cos(6))do — /OW/G(Q cos(@))d@]

/6 /6
= 8/ cos?(0)df — 4/ cos(0)db
0 0

w/6 /6
= 8/ 1++S<20>d0 — 4/ cos(0)do
0 0

. /6
.y {0 + @} —Asin(0)] == +V3-2 (1.25Pt)

3) Le calcul de l'intégrale double. On a

2
I = 7 _dxd
// 22

En utilisant les coordonnées polaires ( x = rcos(@) et y =rsin(f)) (0.25 Pt), on obtient

/ / s0) vdp, (0.25Pt)

ou D'={(r,0)/ r*<4 et rsin(f) > 1}. (2 Pts)
Remarquons que l'intersection de 22 + y? = 4 et y = 1 implique que z = ++/3. Donc,

z =3 =2cos(h) = cos(f) = gééz %
z = —V/3 = 2cos() = cos(f) = —\/75 = 0= %T

Ainsi, D" = {(r,0)/

sm(e) <r<2, 0e€lg, 5F’T]} Donc,

5z 2
I:/ rsin®(0)drdf

jus _1
6 sin(0)

% )
:/ {5] sin?(0)df =

sin(0)

57

6

(2sin2(6) — %)d&

o

5w

_ /76(% — cos(26))df = {g B sinézg)} 5x

T V3

4) Pour le calcul de I'intégrale triple J, on remarque que

J— (// v da:dy)(/gﬂ/2 sin(z) sin(22)dz) = (g +

x? + 92

o3

| %

w/2
) /0 (2sin®(2) cos(2))dz

(

sin®(z ™/2 s
\/g) {%L 2 +‘/7§) (1.25Pts)
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