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Exercice 1. ( 5.5 Pts)
Soit f : R2 → R3 la fonction dé�nie par

f(x, y) = (cos(x) + sin(y),− sin(x) + cos(y), 2 sin(x) cos(y)).

Déterminer la matrice Jacobienne J(x,y)(f) de f au point (x, y).
2) Soit g : R3 → R la fonction dé�nie par

g(u, v, w) = u2 + v2 + w.

Déterminer la matrice Jacobienne J(u,v,w)(g) de g au point (u, v, w).
3) Calculer de deux manières di�érentes la matrice Jacobienne J(x,y)(g ◦ f) de g ◦ f au point (x, y).

Exercice 2. ( 6.5 Pts)
On dé�nit une fonction f : R2 → R par

f(x, y) = x2 +
y3

3
+ xy

1) Donner le développement limité de f en (0, 0) à l'ordre 2.
2) Trouver les points critiques de f.
3) Déterminer la nature des points critiques.
4) La fonction f a-t-elle un minimum ou un maximum global ?

Exercice 3. ( 8 Pts)
Soit D le domaine suivant

D = {(x, y) ∈ R2, x2 + y2 ≤ 4 et y ≥ 1}.

1) Représenter le domaine D.
2) Calculer l'aire du domaine D.
3) Calculer l'intégrale double suivante

I =

∫∫
D

y2

x2 + y2
dxdy

4) En déduire la valeur de l'intégrale triple suivante

J =

∫∫∫
∆

y2

x2 + y2
sin(z) sin(2z)dxdydz,

où ∆ = {(x, y, z) ∈ R3, (x, y) ∈ D, 0 ≤ z ≤ π
2
}.
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Exercice 1. ( 5.5 Pts)
1) On a

f(x, y) = (cos(x) + sin(y),− sin(x) + cos(y), 2 sin(x) cos(y)).

On pose u = cos(x) + sin(y), v = − sin(x) + cos(y), w = 2 sin(x) cos(y).
Alors, la matrice Jacobienne de f est donnée par

J(x,y)(f) =

 ∂u
∂x
(x, y) ∂u

∂y
(x, y)

∂v
∂x
(x, y) ∂v

∂y
(x, y)

∂w
∂x
(x, y) ∂w

∂y
(x, y)


Donc,

J(x,y)(f) =

 − sin(x) cos(y)
− cos(x) − sin(y)

2 cos(x) cos(y) −2 sin(x) sin(y)

 (1.5Pts)

2) On a g(u, v, w) = u2 + v2 + w. La matrice Jacobienne de g est donnée par

J(u,v,w)(g) = (2u 2v 1) (0.5Pt)

3) On a

g ◦ f(x, y) = g(f(x, y)) = g(cos(x) + sin(y),− sin(x) + cos(y), 2 sin(x) cos(y))

= (cos(x) + sin(y))2 + (− sin(x) + cos(y))2 + 2 sin(x) cos(y) = 2 + 2 cos(x) sin(y). (0.5Pt)

La première méthode, c'est le calcul direct de la matrice Jacobienne

J(x,y)(g ◦ f) = (−2 sin(x) sin(y) 2 cos(x) cos(y)). (0.5Pt)

Pour la deuxième méthode, on utilise

J(x,y)(g ◦ f) = Jf(x,y)(g).J(x,y)(f) (1Pt)

= (2(cos(x) + sin(y)) 2(− sin(x) + cos(y)) 1)

 − sin(x) cos(y)
− cos(x) − sin(y)

2 cos(x) cos(y) −2 sin(x) sin(y)


= (−2 sin(x) sin(y) 2 cos(x) cos(y)) (1.5Pts)

Exercice 2. ( 6.5 Pts)

On a f(x, y) = x2 + y3

3
+ xy.

On remarque que f ∈ C2(R2) puisque f est un polynôme.
1) Le développement limité de f en (x0, y0) est

f(x0+h1, y0+h2) = f(x0, y0)+
∂f

∂x
(x0, y0)h1+

∂f

∂y
(x0, y0)h2+

1

2

∂2f

∂x2
(x0, y0)h

2
1+

1

2

∂2f

∂y2
(x0, y0)h

2
2

+
∂2f

∂x∂y
(x0, y0)h1h2 + ◦(‖h‖2). (0.75Pts).



Puisque
∂f

∂x
(x, y) = 2x+ y,

∂f

∂y
(x, y) = y2 + x

∂2f

∂x2
(x, y) = 2,

∂2f

∂y2
(x, y) = 2y,

∂2f

∂x∂y
= 1, (1.25Pts)

alors
f(h1, h2) = h21 + h1h2 + ◦(‖h‖2). (0.5Pts)

2) Les points critiques de f véri�ent{ ∂f
∂x
(x, y) = 0

∂f
∂y
(x, y) = 0

⇒
{

2x+ y = 0
y2 + x = 0

⇒
{

y = −2x
x = 0 ou x = −1

4

Donc, les points critiques de f sont (0, 0) et (−1
4
, 1
2
). (1 Pt)

3) La nature des points critiques :
Remarquons que

Hessf (0, 0) =

(
2 1
1 0

)
Puisque det Hessf (0, 0) = −1 < 0 et ∂2f

∂x2
(0, 0) = 2 > 0, (1 Pt) alors (0, 0) est un point selle.

(0.25 Pt)
Pour le point (−1

4
, 1
2
), on a

Hessf (−
1

4
,
1

2
) =

(
2 1
1 1

)
Puisque det Hessf (0, 0) = 1 > 0 ∂2f

∂x2
(0, 0) = 2 > 0, (1 Pt) alors (−1

4
, 1
2
) est un minimum

local. (0.25 Pt)
4) On remarque que

lim
x→+∞
y→+∞

f(x, y) = +∞ et lim
y→−∞
x �xé

f(x, y) = −∞,

donc, la fonction f n'a pas de maximum, ni de minimum global. (0.5 Pt)
Exercice 3. ( 8 Pts)

1) Le domaine D possède la forme suivante (0.5 Pt)
D

−2 2

2

0

1

2) L'aire du domaine D est donné par

Aire(D) =

∫∫
D

dxdy.

L'intersection de x2 + y2 = 4 et y = 1 implique que x = ±
√
3.

Donc,

Aire(D) = 2

∫ √3
0

∫ √4−x2
1

dydx (0.25Pt)



= 2

[∫ √3
0

[y]
√
4−x2

1 dx

]

= 2

∫ √3
0

(
√
4− x2 − 1)dx (0.25Pt)

On pose x = 2 sin(θ) ⇒ dx = 2 cos(θ)dθ. Alors, pour x = 0, on a θ = 0 et pour x =
√
3, on a

θ = π
6
. Donc,

Aire(D) = 2

[∫ π/6

0

√
4− 4 sin2(θ)(2 cos(θ))dθ −

∫ π/6

0

(2 cos(θ))dθ

]

= 8

∫ π/6

0

cos2(θ)dθ − 4

∫ π/6

0

cos(θ)dθ

= 8

∫ π/6

0

1 + cos(2θ)

2
dθ − 4

∫ π/6

0

cos(θ)dθ

= 4

[
θ +

sin(2θ)

2

]π/6
0

− 4 [sin(θ)]π/60 =
2π

3
+
√
3− 2 (1.25Pt)

3) Le calcul de l'intégrale double. On a

I =

∫∫
D

y2

x2 + y2
dxdy.

En utilisant les coordonnées polaires ( x = r cos(θ) et y = r sin(θ)) (0.25 Pt), on obtient

I =

∫∫
D′

r2 sin2(θ)

r2
rdrdθ, (0.25Pt)

où D′ = {(r, θ)/ r2 ≤ 4 et r sin(θ) ≥ 1}. (2 Pts)
Remarquons que l'intersection de x2 + y2 = 4 et y = 1 implique que x = ±

√
3. Donc,

x =
√
3 = 2 cos(θ)⇒ cos(θ) =

√
3

2
⇒ θ =

π

6
.

x = −
√
3 = 2 cos(θ)⇒ cos(θ) = −

√
3

2
⇒ θ =

5π

6
.

Ainsi, D′ = {(r, θ)/ 1
sin(θ)

≤ r ≤ 2, θ ∈ [π
6
, 5π

6
]}. Donc,

I =

∫ 5π
6

π
6

∫ 2

1
sin(θ)

r sin2(θ)drdθ

=

∫ 5π
6

π
6

[
r2

2

]2
1

sin(θ)

sin2(θ)dθ =

∫ 5π
6

π
6

(2 sin2(θ)− 1

2
)dθ

=

∫ 5π
6

π
6

(
1

2
− cos(2θ))dθ =

[
θ

2
− sin(2θ)

2

] 5π
6

π
6

=
π

3
+

√
3

2
. (2Pts)

4) Pour le calcul de l'intégrale triple J, on remarque que

J = (

∫∫
D

y2

x2 + y2
dxdy)(

∫ π/2

0

sin(z) sin(2z)dz) = (
π

3
+

√
3

2
)

∫ π/2

0

(2 sin2(z) cos(z))dz

= 2(
π

3
+

√
3

2
)

[
sin3(z)

3

]π/2
0

=
2

3
(
π

3
+

√
3

2
) (1.25Pts)
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