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Corrigé

Exercice 1 sur 4 points
En utilisant la décomposition LU résoudre le systéme

20 +3y+z2=1
do+Ty+72=2 .
20 + 6y +82 =3

Solution
On pose

Décomposition LU de la matrice A.

Initialisation
2 3 1
AV = 4 77
2 6 8
k=1
A — M4
avec
1 00
MO =1 -2 1 0 | —0.5pt
~-1 0 1
alors
2 3 1
A =101 5 | —>05pt
03 7
k=2
AB) — @ 4@
avec
1 0 0
M&A=10 1 0| —o05pt
0 -3 1
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alors
1

5 | =U — 0.5pt
-8

A?) —

S O N
S = W

Donc
U=MDA® — pr@prm 40 — pr@prM 4

Comme les matrices M@, M™ sont inversibles alors
A = (MOMO) U
- () ()

or
. 1 00 . 1 00
MY “"=[210],(M?P) =]010
1 01 0 31
et
» » 1 00
L=MM)"(M®») " =210 | —o05pt
1 31
Donc
A=1LU,
ou
1 00 2 3 1
L=]1210 etU=|[ 01 5
1 31 0 0 -8
Résolution du systéme linéaire Az = b.

Ax:b@LUx:b@{ég;Z — 0.5pt
100 n 1 1
Ly=b&s1 210 v | =12 |<y=1 0 | — 0.5pt.
1 31 Vs 3 2
2 3 1 7 1) (g
Ur=y<=| 01 5 o | =10 |er= 3 — 0.5pt
00 —8 I3 2 ~1

Exercice 2 sur 8 points
On considére la matrice a coefficients réels,

a B
A=| —a 1 ~
v 1

1. Donnez des conditions suffisantes sur les variables «, 5 et v pour que les méthodes de
Jacobi et de Gauss-Seidel convergent.



2. Décrivez les méthodes de Jacobi et de Gauss-Seidel.

3. Onprend f=1ety= % pour quelles valeurs de a la méthode de Jacobi converge-t-elle?
4. Si de plus a = 0, calculer la matrice d’itération de la méthode de Gauss-Seidel. Conclure.
Solution

1. — 1Ipt

Pour que es méthodes de Jacobi et de Gauss-Seidel convergent il suffit que la matrice A soit
a diagonale strictement dominante, c’est a dire

o + (8] <1
lal+ |y <1 . — 1pt
Bl + vl <1
2. — 2pts
On décompose la matrice A sous la forme
A=D-FE-F
avec
a1q 0 0 0 0 0 0 12 Q13
D = 0 929 0 ,E:— 921 0 0 ,F:— 0 0 23
0 0 ass as; as2 0 0 0 0

La méthode de Jacobi est une méthode itérative pour la résolution des systémes linéaires
Ax = b, elle construit la suite (x(k)) ren -telle que pour z©  donné

kD = BJx(k) +cy;, k>0

ou
By=D '(E+F),c;=D"".
La méthode de Gauss-Seidel construit la suite (z®) o stelle que pour ) donné
— 2pts
l‘(k+1) = Bgsl'(k) + Cas, k 2 0
ou
Bgs=(D—E) " 'Fegs = (D—E)"b.
3. — 3Ipts
On considére maintenant la matrice
1 o1
A=| —a 1 1
1 31
Dans ce cas
0 —a -1
By= o« 0 -3
-1 -2 0

La méthode de Jacobi converge si et seulement si p (By) < 1.

On a



det(BJ—)\I):/\<)\2—Z+a2>,

ce qui donne les valeurs propres de By, Ay = 0, Ay = %\/m , A3 = —%M dans le
cas ot 5 — 4a? > 0, c’est & dire o € [—1+/5, 2/5]

et Ay =0,y = izv/402 — 5, A3 = —i%\/m dans le cas o1 5 — 402 < 0.

Le rayon spectral de By, p(B;) = $1/|5 — 4a?|.

p(By) < 1@%\/|5—4a2| <l&|p—40®| <4

& —4<b—-4a’<4e -9< 4o < 1 (1)
1 5, 9 a?—-2<0 S<ca<?
S —<at<-59 4 & 2, 2
4 4 Z—Oé <0 04<—§eta>§
3 1 1 3
= — —= U |=,=. 1pt 2
O‘e} 9’ 2{ }2’2[ =P 2)
4. — 2pts
Maintenant si &« = 0
1 0 1
A=(01 1 |,
1
111
alors
100\ "'/00 -1 00 —1
Bas=|0 10 00 -2 |=(00 —4 — 1pt
1 11 00 0 00 2

Les valeurs propre de Bgg sont Ay = Ay =0 et A3 = g.

D’ou p(Bgs) = % > 1.

La méthode de Gauss-Seidel ne converge pas.

Exercice 3 sur 4 points

1. Soit A une matrice n X n inversible que 'on pertube par une matrice dA telle que
|A7Y| I0A]| < 1 pour une norme matricielle induite.

On note x la solution de Az = b et y la solution de (A + 0A)y = b. Donner une borne de

Iy — ||
[yl
1 2
2. Calculer ||A]| et [|A]|; pour A = < 16 > :
Solution
1. — 2pts

A partir des équations
(A+0A)y=>b
Axr =b



on obtient

(A+5A)y = Az
et de la

Ay —z) =0Ay
Comme A est inversible alors

y—x=A15Ay

et par suite
ly — x| < A7 I6A[l [yl
et

=2l < ac sy <
ol

2. — 2pts
1Al = max ) " |a;;| = max {3,10} = 10.
J

1Al = m?X; |aij| = max {5,8} = 8.

Exercice 4 sur 4 points

e 20
On considére la matrice A= | 2 ¢ 1
01 ¢
1. Déterminer pour quelles valeurs du parameétre réel ¢, la matrice A est symétrique définie
positive.
2. Pour € = 4, déterminer la factorisation de Cholesky de A.
Solution
1.— 2pts

Il est clair que A est symétrique.

Pour que A soit définie positive il faut et il suffit que les mineurs principaux dominant soient
strictement positifs.

ce qui veut dire

e>0 e>0
2-4>0 < £>2 o>
e(e?=5)>0 e>5

2. — 2pts
e =4 > +/5, donc la matrice A est définie positive, elle admet une décomposition de Cholesky
A = BBT, avec B une matrice triangulaire inférieure & diagonale positive.



Calcul de la matrice B

D’ou

en
o o =
—™
Oﬁf
N~ O
~_
I
Sa)



