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Fiche de TD 1 : Les séries numériques.

Exercice 1. Trouver la somme (Sn) des n premiers termes de la série, puis calculer la somme S
pour chacune des séries suivantes

1)
+∞∑
n=1

1

4n2 − 1
, 2)

+∞∑
n=1

3n

7n−2

3)
+∞∑
n=0

(−1)n

e−n(πα)n
, α > 0, 4)

+∞∑
n=1

arctan

(
1

1 + n(n+ 1)

)

Exercice 2. Etudier la nature des séries numériques suivantes

1)
∑ n!

nn
, 2)

∑ 1

ln(n)
, 3)

∑(
1

2

)√n
,

4)
∑ nn

enn!
, 5)

∑ 2n

cosh(n)
, 6)

∑
(1− cos(

π

n
)),

7)
∑∫ π

n

0

√
sin(x)dx, 8)

∑ 1

n2 ln3(n)
, 9)

∑
ln

(
n2 + n+ 2

n2 + n+ 1

)
.

Exercice 3. 1) Montrer que la série de terme général

un = n−1 + ln(n)− ln(n+ 1)

est convergente.
2) En déduire que la suite

an = 1 +
1

2
+ ...+

1

n
− ln(n)

admet une limite l. (Cette limite s'appelle la constante d'Euler).

Exercice 4. Etudier la nature des séries numériques suivantes

1)
∑ (−1)n + k

n2 + 1
, k ∈ R, 2)

∑ (−1)n

n2 + (−1)n
,

3)
∑ (−1)n

√
n

ln(n)
, 4)

∑
arctan(

1

n
) sin(n).

Exercice 5. Déterminer pour quelle valeurs de α la série suivante converge∑
n≥0

(
1− n sin( 1

n
)

)α
.



Exercice 6. On considère la suite (un)n∈N dé�nie par

∀n ∈ N, un =
nne−n

√
n

n!
.

1) Donner la nature de la série de terme général vn = ln(un+1

un
).

2) En déduire l'existence d'un entier k > 0 tel que

n! ∼∞ knne−n
√
n.

Exercice 7. (Facultatif)Etudier la nature des séries numériques suivantes

1)
∑ (n!)2

(2n)!
, 2)

∑ 1

ln(n2 + n+ 1)
, 3)

∑ 1

(ln(n))ln(n)
,

4)
∑ 1

n
ln(1 +

1√
n
), 5)

∑
e−
√
2+n, 6)

∑ e−2n +
√
n

n2 + 1
,

7)
∑(

4n+ 1

3n+ 2

)n
, 8)

∑ 1√
n(n+ 1)(n+ 2)

.

Exercice 8. (Facultatif)Etudier la nature des séries numériques suivantes

1)
∑ (−1)n

n
arctan(

1

n
), 2)

∑ (−1)n

n+ 2 sin(n)
,

3)
∑ sin(2n)

n2 − n+ 1
, 4)

∑
sin(2π

√
n2 + (−1)n).

Exercice 9. (Facultatif)Montrer que la série
∑
n≥0

un avec

un = ln(cos(
1

2n
))

est convergente et calculer sa somme.

Exercice 10. (Facultatif)
1) Soient (un)n et (vn)n deux suites réelles avec ∀n ∈ N, un ≥ 0, vn ≥ 0

On suppose que
∑

un et
∑

vn sont convergentes. Quelle est la nature de la série
∑√

unvn ?

2) Soit (un)n une suite véri�ant ∀n ∈ N, un ≥ 0. On pose

vn =
1

1 + n2un
.

Montrer que
∑

un et
∑

vn sont divergentes.


