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Exercice 1. ( 4.5 Pts)
Suivant les valeurs du paramétre «, étudier la nature des séries numériques suivantes
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Exercice 2. ( 6 Pts)
Soit la série entiére suivante

Jx) = ; = Dn=2""

1) Déterminer le rayon de convergence R.
2) En déduire le domaine de convergence.

3) Calculer la somme de la série entiére f.

oo 30—n
n°2
En déduire la somme de la série numérique
4) ui ie numériqu 33 D2

Exercice 3. ( 5 Pts)
Soit la fonction f, impaire, 2r—périodique définie sur [0, 71| par f(z) = (x — E)2.

1) Tracer le graphe de f sur l'intervalle [—m, 7].
2) Déterminer la série de Fourier associée a f, notée S;.

3) En déduire la relation
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Exercice 4. ( 4.5 Pts)
Etudier la nature de |'intégrale impropre suivante

T sin(x)
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Exercice 1. ( 4.5 Pts)
1) On pose u,, = ne " et appliquons le critére de Cauchy. On a

In(n)

lim ui/": lim n'"e *= lim e = e
n—-+oo n—-+oo n—-+oo
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Si a < 0, alors e > 1 et la série converge. (0.5 Pt)

Sia >0, alors e™® < 1 et la série diverge. (0.5 Pt)

Si o = 0, alors on ne peut rien conclure par le critére de Cauchy.

pour & = 0, on a u, = n — +oo quand n — 4o00. Donc, dans ce cas, la série diverge. (0.5 Pt)
2) On remarque que pour o # 0, on a
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Puisque E —5/3 converge ( série de Riemann), alors par le critére d'équivalence, la série E
n

1+ an3
converge. (0.5 Pt)
Pour a = 0, Z v/n diverge car Jim Vn=+oco. (1 Pt)
Exercice 2. ( 6 Pts)

1) Le rayon de convergence R est donné par

1 1)? —1 -2

L gy | =D =2)

R notoo|n(n—1) n?
Donc, R=1. (0.5 Pt)
2) On sait que si |z| < R, alors la série entiére converge.
Si |z| > R, alors la série entiére diverge.
Si || = R, alors soit . =1 ou z = —1.

n? n?
Pour = 1, on a la série numérique Z CECE) qui diverge car ngrfoo CESCE) =
140. (0.25 Pt)
—1)*n2 —1)"n2
Pour x = —1, on a la série numérique Z n E 1))(nn_ %) qui diverge car nEToo n E 1))(nn_ %) £ 0.
(0.25 Pt)
Ainsi, le domaine de convergence est Dy =] — 1,1[.  (0.25 Pt)
3) On remarque que
n? N b L
=a
(n—1)(n—2) n—1 n-—2
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Par identification, on a

Ainsi, pour x € Dy,

—va —Zn_1+ Zn_
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4) On remarque que pour x € Dy,

+ (1l —4x)In(1 —z) (3Pts)
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D’autre part, ) )
ooy 22(1—x) 4 22 (4 —x
fl(x) = 1= 2) +(1—8x)1n(1—x)—ﬁ.

En remplacant = = %, on obtient

r(3)-Latams (3) -5 o

n=3

Ainsi,

3 - _”1)2<nn_ 5= 14—3 + gln(2). (1Pt)

Exercice 3. ( 5 Pts)
1) Le graphe de f est (0.5 Pt)
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2) Puisque f est impaire, alors Vn € N, a, = 0. (0.25 Pt)
D’autre part,
2 (7 ™2 .
b, = —/ <x - 5) sin(nz)dx (0.25Pt)
0

™

On utilise une intégration par parties, ([ uv’ =uv] — [w'v). On pose

{u:(a:—’—zr)Q =u =2z — %),

cos(nz)
-

o2 e o)
_ % ({(_%_1)" + g)] 4 %/0(:1: -2 cos(nx)) (1Pt)

En utilisant une deuxiéme intégration par parties avec

{u:(m—g) =u =1,

Vv =sin(nx) =v=-—

Alors,

sin(nz)
n_

v =cos(nz) =v=

on obtient

by = % (gu C(—1m) 4+ % ([(x = 2)sin(na)]” - %/Oﬂ sin(n:v)dx))

_ % (%2(1 —(=1)") + % [COS(W)]O>
%(1 —(=1)") <g - %) - (1Pt)

On remarque que si n est pair, alors by, = 0.
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Ainsi, la série de Fourier associée a f est

Si n est impaire, alors by, 1 =

+0c0 2
Se(x) = %2 [4(2;+ e (2n—2|— 1)3} sin((2n+ 1)z), pour x #wk ke Z. (1Pt)

S¢(x) =0, pour z=rmk kel

3) En remplagant 2 = 7, on a

™ 4 w2 2 n
5130 =+ [4(2n+1) - (2n+1)3] (=17 =0.

Donc,
+00 ( 2 'rL
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Exercice 4. ( 4.5 Pts)
“+oo
On remarque que |
Posons

%d:p est impropre en +oo et en 0.

1 +o0

sin(x) de et I, — sin(z)

=) Ear ) A

dxr (0.5Pt)



Pour I, on sait que sin(x) ~g x. Donc,

A~ R Ve 0Py

Puisque f01 Vvrdz converge, alors I; converge par le critére d'équivalence. (1 Pt)
Pour I5, on remarque que

1 1
~ V(1 + 22) ™R

sin(x)

Vil + %)

Sachant que f1+°° L converge, alors I, converge. Ainsi, f0+°° \/;i(ri(fiz,)dx (1 Pt)

(1Pt)
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