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Liste 1 : Les nombres réels.

Exercice 1 :
Soit a, b R2 et a , b , m, n R 4 tels que a

a
b
b

. Montrer que

b
b

ma nb
ma nb

a
a

.

Exercice 2 :
1. Soit a un réel positif. Vérifier que pour tout x R, |x| a a x a .
2. Vérifier que pour tout x, y dans R, ||x| |y|| |x y| |x| |y|.

Exercice 3 : (Partie entière d’un réel)
a. Résoudre dans R :

x 5, x a 2, a
x 1, où a est un paramètre réel.

b.Montrer que pour tout x, y dans R, x y x y , où 0,1 .
c. A-t-on x R , 1/x 1/ x ?

Exercice 4 :
Si Q est l’ensemble des nombres rationnels et I l’ensemble des nombres

irrationnels, montrer que :
a. x Q, y I, x y I.
b. x Q , y I, xy I.

Exercice 5 :
1. Montrer que 2 , 3 et 2 3 sont des nombres irrationnels.
Aux étudiants de montrer plus généralement que si n est premier, alors n est irrationnel. La

réciproque est-elle vraie?
2. Montrer l’implication suivante :

p, q N, p q, p q Q p q Q .

Exercice 6 :
1. Montrer par l’absurde que si n N n’est pas un carré parfait, alors n est

irrationnel.
2. En déduire que si m N et n N ne sont pas des carrés parfaits, alors m n

est irrationnel.

Exercice 7 : Etablir que :
1. a, b Q2, a b 2 0 a b 0 .
2. (A laisser aux étudiants) a, b, c Q3, a 2 b 3 c 5 0 a b c 0 .



Exercice 8 :
Soit A une partie non vide de R. Traduire à l’aide des quantificateurs les propriétés

suivantes dans R :
(1) 5 est un majorant de A; (2) 7 n’est pas un minorant de A; (3) A n’est pas majorée;
(4) A n’est pas bornée.

Exercice 9 :
Rappel (voir cours) : Une partie I non vide de R et non réduite à un point est appelée

intervalle de R si

x, y R, z R, x z y z I .

1. Montrer que l’ensemble x R : x 3 x 2 0 4,4 n’est pas un intervalle
de R.

2. Soit I1 et I2 deux intervalles de R. On sait que

I1 I2 I1 I2 est un intervalle de R.

La réciproque est-elle vraie?

Exercice 10 :
Déterminer dans R, s’ils existent, les majorants, les minorants, la borne supérieure,

la borne inférieure, le plus grand élément, le plus petit élément des parties de R
suivantes :

A 1.5,10 , B e, 3 , n N : n2 2 0 , C x Q : x2 2 .
L’ensemble C admet-il une borne supérieure et une borne inférieure dans Q ?

Exercice 11 :
Soient A et B deux parties non vides et bornées de R. Montrer que :
1. A B SupA SupB et InfB InfA.
2. Sup A B Max SupA, SupB .

Connaître une langue étrangère, c’est accéder à une autre civilisation, une autre manière de penser,
contribuer à la paix par la compréhension et le dialogue; c’est aussi s’offrir des possibilités économiques et
de loisirs nouveaux.
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