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T.D N°2 : Ensembles et applications

Exercice 1
(1) Ecrire en extension les ensembles suivants:
A= {neN\@<n<ﬁn}et3= x € R\3(n,p) e N? : x=%etl§p§2n§5}.

(2) Ecrire en compréhension les ensembles suivants:
C=142,3,57,11,17,19,23,29} et D = {1,2,3,4,6,8,12,24}.

Exercice 2

(1) Considérons les deux ensembles A4 et B définis par:
A= {(x,y) eRN2x—y = 1} etB = {(H— ,2t+ 1)\t e R } Montrer que 4 = B

(2) Soit E = <x € 7\ |x— —| < 1} Déterminer P(E) et P(P(E)).
x - 1 1
(3) Pourn € N*, posons 4, = ] PR }

(i) Montrer que la famille des ensembles {An,n e N* } est un recouvrement de l'intervalle ]0, 1].
(if) En déduire que {An,n e N* } est une partition de ]0, 1].

Exercice 3

Soient A, B, et C des parties d'un ensemble E.

(1) Montrerque : V 4,B, C € P(E), ona: |:A NB=ANC etAUB =AUC:| = B=C

(2) Endéduirequesi: AUB =FE etANB =0, alors A et B sont complémentaires dans E.

(3) Démontrerque: AN B = AUB = A = B, en utilisant : () Raisonnement directe.  (i7) La contraposée.

Exercice 4

Considérons les deux ensembles £ et F définis par :

E = {n € N\ n divise 4 ou n divise 6} etF = {n € N\ n impairet n < 9} U {0, 10%}.
Soit f: E — F une application définie par son graphe G = {(1,3),(2,5),(3,5),(4,0),(6,7)}.
(1) Vérifier que f est bien une application. (2) fest-elle injective? surjective?

(3) Déterminerf(4),f({4}),f({n € N\ n divise 4 }) etf(E).

(4) Déterminer £~1(0),/~1({0}),/ 1 ({5}),/ ! ({n € N\ n impairetn < 9 }) etf~(F).

Exercice 5

Soient f: E — F une application et 4 et B deux parties de E.
(1) Montrer que: {4 N B) < fl4d) NAB). (2) Montrer a I'aide d’un contre exemple que:
flANB) + f(4) NfA(B).
(3) Trouver une condition sur f pour que : {4 N B) = f(4) NA(B).
Exercice 6
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(1) Soit f: R — R une application définie par: f{x) = ——.
J1+x?

(1) Déterminerf({x e R\ |x| = 1}) et /! ({y e R\y? = 8}) (2) f est-elle injective? surjective? bijective?
3) psterminer f ([ 1,¥3 ]), £ (J-¥3.-1]), £ ([-1.2V2 ). f®*), £1(70,1]) etf-l([%,l]).



(II) Soitg = fig+ : R* — JouJ = f(R"). < g est la restriction de f'sur [R+>.
(1) Montrer que g est bijective et déterminer g~!. (2) Déterminer g (%) par deux méthodes.
(3) Calculergo g7 '(y) poury € Jetg™ o g(x) pourx € R*,

EXERCICES SUPPLEMENTAIRES
Exercice 1

Soient4 = ]-0,3], B = [-2,7[ et C = ]-5,+x[.

Déterminer: AU B, BN C, C\4, Cr(B) et AAB.
Exercice 2

Soit4 = {(x,y) € R:\x? +y* < 1}.

(1) Les couples (1,0) et (0, 1) appartiennent-ils a 4?

(2) Montrer que 4 ne peut étre le produit cartésien de deux parties de R .
Indication : Pa I'absurde et remaquer que (1,1) & A.

Exercice 3

Soient A, B, et C des parties d'un ensemble £. Montrer que :
(1) (AB)\C =A4A\(BUC)
(2) Ce(ANB) = Cg(4) UCg(B)
B3)AAB=ANB <= A4=B=10

Exercice 4

Considérons les deux parties de R?, £ = [0,1] et F' = [0,2]
(1) Dessiner Ex F et E X E .
(2) Soient f:E —F et g:F —E  deux applications.
xX+—2-x x— (x—1)2

(3) Précisergof et fog. Atongof =fog et gof =g?

(4) Déterminer 71 ({0}) et g™! }0, % [)

(5) Montrer que: g o f* et bijective et préciser (g o f) ™!
Exercice 5

2x
1 +x2°
(1) Déterminer ' (2) etf(%) . [ est-elle injective?
(2) Résoudre dans R : f'(x) = 2. f'est-elle surjective? Montrer que f (R) = [-1,1].

(3) Montrer que I'application g définie sur [—1,1] dans [—1, 1] par: f(x) = g(x) est bijective et déterminer
son inverse g~

Soit: R — R une application définie par: f{x) =

Exercice 6
Montrer que I'application f: R — ]—1, 1[ définie par: f{x) = I f|x| est bijective et déterminer f~!.
Exercice 7

Soient £ un ensemble. /: P(E) — R une application telle que :

VA et B deux sous ensembles disjoints de Eona: f{l4d U B) = f{4) + f(B)

(1) Montrer que : f{(#) = 0.

(2) Montrer que : VA, B € P(E) : flAUB) +flA N B) = f(4) +f(B)

Indication : AUB =AU (B\4) et B =(4NB)U(B\A) etremarquer que 4 et (B\4) sont disjoints, de méme
pour (4 N B) et (B\A) et utiliser la définition de f.



