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Controle continu
Exercice 1 (5 pts)

Soient P et Q deux propositions.
(1) Montrer que
P=0) = {PANO)
en utilisant
(©) la table de veérite,

(i7) la définition d’une implication et les lois de De Morgan.
(2) Application: Soient a et b deux réels strictement positifs. Montrer par I'absurde que :

(a+b)= (%i%).

Exercice 2 (4,5 pts)
Soient /1,/, € R.Considérons les deux propositions suivantes :

P: (We>0,|li-h|<e)= (Li=h)et Q: (L # ) = (Fe>0,]1i -] > ¢).
(1) Montrer que les propositions P et Q sont équivalentes.
(2) Montrer que la proposition O est vraie et en déduire que la proposition P est vraie.
(Indication : (I, # 1,) = |, = 12| > 0)
Exercice 3 (6 pts)

Pour n € N*, on considére la somme

Sp= D k(k+1)=1.2+23+3.4+. +n(n+1).
k=1
(1) Calculer Sy, S et Ss .
(2) Démontrer par récurrence que Vn € N* :
nn+1)(n+2)

Sy = 3

n
(3) En déduire la somme D k>.
=

n(n+ 1)

(Indication > k= et Z(ak +by) = Zak + Zbk)
=1

Exercice 4 (4,5 pts)
(1) Ecrire en extension I'ensemble suivant :
A=<xeR\3IneN* :x=—%etl§n<3}.
(2) Ecrire en compréhension I'ensemble suivant:
B ={1,4,9,16}.
(3) Considérons les deux ensembles E et F’ définis par :
E= {erR\EIte[R:xzﬂ} et F = {xelR\xEO}.

Montrer que £ = F.
Bon courage
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Corrigé du controle continu

Exercice 1 (5 pts)

Soient P et Q deux propositions.

(1) Montronsque (P = Q) < (PA Q)
(i) En utilisant la table de vérité

P|O|O|/P=>0Q|P=>0|PAO
1{1]0 1 0 0
1101 0 1 1 |[— @)
0[1]0 1 0 0
001 1 0 0

On remarque que les propositions P = O et P A O ont méme table de vérité donc
P=0) <= (PAO)
(i7) En utilisant la définition d’une implication et les lois de De Morgan.
Ona (P> Q) < <1_3VQ> et(AVB) = (AAB)
donc (P = Q) & (TTQ) = PAO <= PADO — (1,5)
(2) Application: Soienta, b € R**,
Montrons par 'absurde que : (@ + b) = (% * %)

D'aprés (1)ona (a #+ b) = (% + %) < (a = b)et (% = %)
4-5 —(0.,5)
Ona (% - g) = (@> =b%) = (a-b)a+b) =0 — (0,5)
= a+b=0cara+b

c'est une contadictioncar a >0etbh >0 (a+b>0) — (0,5)
Conclusion: (a # b) = (% + %)
Exercice 2 (4,5 pts)
Soient /1,/, € R.Considérons les deux propositions suivantes.

P: (Ve>0,lli-hL|<e)= (Li=h)et O: (Lh+#1) = 3e>0,|li -] >¢).

(1) Montrons que P = Q.
La proposition P est une implication de la forme 4 = B, donc elle est équivalente a sa contraposée B = A4

Pe [(Ve>0,|l1-L|<&) = (I1 =h)]
= [Ui=h)= e>0,]i -h[<¢)] — (0,5)

On suppose que a # b et

= [ #h)= 3e>0,]1 -] >e¢)] — (1)
P =0 — (0,5)
(2) Montrons que la proposition Q est vraie et en déduire que la proposition P est vraie.

Onaly 1, = |11—12|>02|11—12|>

L -1
|12 2] o)

donc (I} # ) = (Elgz @ > 0,| = 12| > @ =3) — (1)



ce qui prouve que la proposition Q est vraie;
Comme P < (Q alors on déduit que la proposition P est vraie. — (0,5)
Exercice 3 (6 pts)

Pour n € N*, on considére lasomme S, = D k(k+1) = 1.2+2.3+3.4+...4+n(n+ 1).
=1

(1) Calculons Sy, S> et S3 .

1
S1= k(k+1)=1.2=2 — (0,5)
k=1

2

Sp= k(k+1)=1.2+23=2+6=38 — (0,5)
k=1
3

Sy =) k(k+1)=1.2+23+34=2+6+12=20 — (0,5)

k=1

nn+1)(n+2)

(2) Démontrons par récurrence que Vn € N* : S, = 3

1¢7 étape: initialisation
pourn = 1

1
Si=Dkk+1)=12=2= 1'(”13)(”2) ~ (0,5)
k=1

2¢me étape: hérédité

n(n + 1§(n+2) et montrons que Sy.; = (n+ 1)(n;2)(n+3) - (0.5)
n+l

OnaSu = k(k+1)=1.2+23+43.4+. . +n(n+ 1)+ (n+1)(n+2)
=1 [N v J

Supposons que S, =

S
donc
Spir1 =Sp+(n+1)(n+2) — (0,5)
nn+1)(n+2) . 3
= 3 + (n+ 1)(n + 2) (Hypothése de récurrence)
_ n(n+1)(n+2)§3(n+l)(n+2) 5 (0.5)
_ (n+D)n+2)[n+3]  (m+1)(n+2)(n+3)
B 3 B 3 '
donc
Sy = (n+ 1)(n;2)(n+3) . (0.5)
Conclusion :

n

VneN 1S, =) k(k+1) = 1.2+23+34+ +n(n+1) =
k=1

nn+1)(n+2)
3 . —(0,5)

n
(3) En déduire la somme D k>.
=

Ona

S, = Zk(k+ 1) = n(n + lg(n+2) of
k=1

ik(k+ 1) = zn:(kz +k) = ik? +zn:k — (0,5)
k=1 k=1 k=1 k=1

d’ou



Su = zn:k2 + ik
k=1 k=1

et par suite

zn:k2zsn—ik — (0,5)
k=1 k=1

_nn+1)(n+2) nn+1)

3 2
_ 2n(n+1)(n+2)-3n(n+1)
B 6
_ 2n(n+1)(n+2)-3n(n+1)
B 6
_nn+ D[2(n+2)-3]
B 6
~ 5, nn+1)Q2n+1)
Zk = z . — (0,5)
k=1
Exercice 4 (4,5 pts)
(1) Ecrivons en extension I'ensemble suivant :A:{x eRIneN*:x= —% etl <n< 3}.
neNetl <n<3=ne{l,2},doncx € {—%,—%
doud = {xeRIneN Lx=—doetl <n<3}- {—%,—1} =)

(2) Ecrivons en compréhension I'ensemble suivant : B={1,4,9,16}.
On remarque que 1,4,9 et 16 sont des carrés. Donc

B ={1,4,9,16} = {n2/n € Netl §n§4} = {nz/neZet —4§n§4} — (1)
(3) Considérons les deux ensembles E et F' définis par:

E={xeR\3reR:x=r}et F={xeR\x>0}

Montrons que £ = F.
Notons que F' = R*.

E=Fo EcFetFcCcE — (0,5)
()EcCF
Soitx € E.Donc3t € R : x = t> > 0, ce qui prouve que x € F = R* — (0,5)
doncE c F — (0,5)
(i)FcE
Soitx € FF = R*,cestadirex > 0.
Doncd¢te€ R : 0 <x=¢>.Cequiprouve quex € E. — (0,5)
Et par suite < E — (0,5)

Conclusion: E = F = R*
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