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Rattrapage -Analyse 2-

Question de cours (05 points)

Résoudre l�EDO du 2�eme ordre suivante :

xy
00
+ y

0
+ x = 0; (x > 0):

Exercice 1 (06.5 points)

1. (04.5 points). En utilisant la formule de Taylor(Mc�Laurin)-Young, déterminer le DL2(0) des
fonctions suivantes :

x 7! f(x) = ex et x 7! g(x) = ln(1 + x):

2. (1 point). En déduire le DL2(0) de la fonction x 7! h(x) = ex ln(1 + x):

3. (1 point). En déduire alors la limite:

L = lim
x!0

ex ln(1 + x)� x
x2

:

Exercice 2 (08.5 points) Les questions suivantes sont complètement indépendantes.

1. (2.5 points). En utilisant la règle de l�Hôpital, montrer que la fonction suivante est dérivable en
0 et préciser le nombre dérivé de f en 0:

x 7! f(x) = tan

�
�

2x+ 1

�
:

2. (02.5 points). Par parties, calculer l�intégrale suivante :

I =

Z
x
p
x+ 1dx:

3. (02 points). Par un changement de variables, calculer l�intégrale suivante :

J =

Z
x

x4 + 4
dx:

4. (01.5 point). Résoudre l�EDO d�ordre 1, à variables séparables suivante :

x2 y +
p
1 + x3 y0 = 0:

Remarque: L�usage des téléphones portables est strictement interdit. Bon courage.
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Correction du Rattrapage -Analyse 2-

Question de cours (5 points)
Résoudre l�EDO du 2�eme ordre suivante :

xy
00
+ y

0
+ x = 0; (x > 0):::(1)

On pose z = y
0
; on trouve z

0
= y

00
(1point): Ce qui fait que l�équation (1) devient :

(1), xz
0
+ z + x = 0:::(2)

Qui est une EDO linéaire du 1er ordre.

(2), z
0
+
1

x
z = �1

Avec a(x) =
1

x
et b(x) = �1: (0:5point)R

a(x)dx = ln x donc le facteur intégrant est R(x) = e�
R
a(x)dx = e� lnx =

1

x
:(1point)

Ensuite, K(x) =
R b(x)
R(x)

dx =
R
�xdx = �x2

2
: (1point)

La solution est donc donnée sous la forme:

z(x) = R(x) (K(x) + C1) :

=
1

x

�
�x2
2
+ C1

�
=

�x
2
+
C1
x
(0:5point)

Et comme y(x) =
R
z(x)dx alors y(x) =

R ��x
2
+ C1

x

�
dx

) y(x) =
�x2

4
+ C1 lnx+ C2: (C1; C2 2 R) :(1point)

Exercice 1 (06.5 points)

1. En utilisant la formule de Taylor-Young, déterminer le DL2(0) des fonctions suivantes :

x 7! f(x) = ex et x 7! g(x) = ln(1 + x):

Formule de Taylor-Young au voisinage de 0 à l�ordre 2:

f(x) = f(0) +
f
0
(0)

1!
x+

f
00
(0)

2!
x2 + o(x2):::::(1pt):

O�u lim
x!0

o(x2)

x2
= 0:
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On a f(x) = f 0(x) = f 00(x) = ex et f(0) = f 0(0) = f 00(0) = e0 = 1:(0:25pt):

Donc :

f(x) = 1 + x+
x2

2
+ o(x2):(1pt):

Ensuite, g(0) = 0, (0:25pt):et

g0(x) =
1

1 + x
et g0(0) = 1:(0:5pt):

g
00
(x) =

�1
(1 + x) 2

et g
00
(0) = �1:(0:5pt):

Ce qui fait que :

g(x) = x� 1
2
x2 + o(x2):(1pt):

2. En déduire le DL2(0) de la fonction x 7! h(x) = ex ln(1 + x):

h(x) =

�
1 + x+

x2

2
+ o(x2)

� �
x� 1

2
x2 + o(x2)

�
h(x) = x+

1

2
x2 + o(x2):(1pt):

3. En déduire la limite:

L = lim
x!0

ex ln(1 + x)� x
x2

= lim
x!0

1
2
x2 + o(x2)

x2

= lim
x!0

�
1

2
+ o(1)

�
L =

1

2
:(1pt):

Exercice 2 : (08.5 pts)

1. (2.5 points). En utilisant la formule de l�Hôpital, montrer que la fonction suivante est dérivable
en 0:

x 7! f(x) = tan

�
�

2x+ 1

�
:

On a que f est bien dé�nie au point 0 avec f(0) = 0; et

lim
x!0

f(x)� f(0)
x� 0 = lim

x!0

tan

�
�

2x+ 1

�
x
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Par la règle de l�Hôpital, on trouve :

lim
x!0

f(x)� f(0)
x� 0 = lim

x!0

f
0
(x)

(x)
0

= lim
x!0

�
�

2x+ 1

�0

:

0BB@ 1

cos 2
�

�

2x+ 1

�
1CCA

1

= lim
x!0

2664� �2�
(2x+ 1) 2

�
:

0BB@ 1

cos 2
�

�

2x+ 1

�
1CCA
3775

= �2�

Donc f est dérivable en 0 avec f 0(0) = �2�:(2:5 points):

2. Par parties, calculer l�intégrale suivante : I =
R
x
p
x+ 1dx:

On pose
�
u0(x) =

p
x+ 1

v(x) = x
;

On trouve

8><>: u(x) =
R
(x+ 1)

1
2 dx =

(x+ 1)
3
2

3
2

v0(x) = 1

:(4� 0:25 = 1pt)

La formule d�intégration par parties nous donne:

I =

Z
u0v = [uv]�

Z
v0u

=
2

3
x (x+ 1)

3
2 � 2

3

Z
(x+ 1)

3
2 dx

I =
2

3
x (x+ 1)

3
2 � 2

3

"
(x+ 1)

5
2

5
2

#
+ C; (C 2 R):(1:5pt)

3. Par un changement de variables, calculer l�intégrale suivante :

J =

Z
xdx

x4 + 4
:

On pose y = x2; on trouve : dy = 2xdx, d�où xdx = 1
2
dy: (1pt):

En remplaçant dans J , on trouve:

J =

Z 1
2
dy

y2 + 4
=
1

2

�
1

2
arctg

�y
2

��
+ C

J =
1

4
arctg

�
x2

2

�
+ C:; (C 2 R):(1pt):
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4. Résoudre l�équation di¤érentielle à variables séparables suivante :

x2 y +
p
1 + x3 y0 = 0:

)
p
1 + x3

dy

dx
= �x2 y

) �x2dxp
1 + x3

=
dy

y
....(0:5pt)

)
Z �x2dxp

1 + x3
=

Z
dy

y

) �1
3

"p
1 + x3

1
2

#
+ C = ln jyj : (C 2 R) :(1 point):

L�étudiant peut s�arrêter là et avoir une note complète, c�est-à-dire que les solutions implicites sont aussi
comptées juste.
Sinon,

y(x) = K:e�
2
3

p
1+x3 : (K 2 R) :
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