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Faculté des sciences *** 1ére Année MI-L1 INFO- L1 ING 2022-2023.
Module : Algébre 2 / Examen de rattrapage.

ice 01 : (8 points) Dans R? on considére les sous ensembles suivants:
By ={(a+2b,—4b+5a,a) € R’/ a,b € R} et Ey = {(c,—2¢,3c) € R*/ c € R}.
avec F; est un s.e.v de R3.

(1) (1.5 point) Montrer que E; est un s.e.v de R3.

(2) (2 points) Déterminer une base By de E; et une base By de Es.

(3) (1 point) En déduire dim E; et dim Es.

(4) (1.5 point) Montrer que : R?® = E; + Fj.

(5) (2 points) Déduire si la somme est directe ou non.

02 : (12 points) On considére 'application linéaire suivante :

f+ Rglz] = Ry[x]
P — f(P)=-3+P(x)4+22—-1)P"(x).

R,, [z] : désigne I'ensemble des polynémes de degré inférieure ou égale a n.

(1) (2 points) Trouver la matrice associée a f dans les bases canoniques B; et By respectivement de
Rg [l‘] et RQ [(L’]

(2) Soient By = {wy,ws,ws, ws} une base de Ry [X] avec : w; = 4, we = 6 — x,w3 =
2+ 5r + 2% et wy = =2+ 4z + 322 — 23 et By = {vy,ve,v3} avec v; = —5, vy =
2 4 3z, v3 = 67 + 222

a) (2 points) Montrer que B est une base de Ry [z].
b) (1.5 point) Trouver la matrice de passage P de la base B; vers B;.
c) (1.5 points) Trouver la matrice de passage () de la base By vers Bj.
d) (1.5 point) Déterminer la matrice de passage de la base B} vers Bs.
e) (1.5 point) Trouver les composantes de V = 522 — 4z — 3 dans B, ensuite dans Bj.

f) (2 points) Trouver la matrice N la matrice associée a f relativement aux bases B] et B5.

Bon courage.
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Module : Algébre 2 / Examen de rattrapage. (1H30mn)

Correction

ice 01 : (8 points) Dans R? on considére les sous-ensembles suivants:

B = {(a—i— 20, —4b + 5a,a) € R*/ a,b € R} et By = {(c, —2¢,3c) €R?/ c € R} )
avec E; est un sous-espace vectoriel de R3.

(1) Montrer que Es est un s.e.v de R3?
1- Montrons que Ey # &7 (0.5 point)

(0,0,0) = (0,0 — 2% 0,0) € Ey = Fy # .

2- Montrons que : (0.5 point)
YU (c1, —2¢1,3c1) , Us (¢2, —2¢3, 3¢3) € Es,
Up+ U= ((c1+¢2),—2(c1 + ¢2), (1 + ¢2)) € Es.
3- (0.5 point)
Va € R,YU (¢, —2c,3c)
alU = (ac,—2ac,3ac) € Es.
Conclusion :

Fy, C RS

s.e.v

(2) Déterminer une base By de F; et une base By de Fs.

Pour E; : (0.75 point)

Ey = {(a+2b,—4b+5a,a) € R*/ a,b € R} .

VU € E,U=(a+2b,—4b+ 5a,a)
= (a,ba,a)+ (2b,—4b,0)
— a(1,5,1) + b(2,—4,0)
~—— ~—
Vi Va
Ey = Vect{V1,Va}.
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Pour libre : (0.5 point)

Dans Lol , on a le déterminant mineur :
2 -4 0
1
2

Pour FEs : (0.75 point)

(1) ‘ = —2#0= {11, Va} est libre.
= By ={V1,V4} est une base de Ej.

Ey = {(c,—2¢,3¢c) e R*/ c € R}.

YU € E, U= (c,—2¢,3c)=c(1,-2,3)
~———
Vs
Ey = Vect{V3} = By = {V3} est une base de Fs.

(3) En déduire dim F; et dim FEj.

dim F; = card B; = 2 et dimFy = card By = 1
—— N~ —— ~—~
(0.25 point) (0.25 point) (0.25 point) (0.25 point)

(4) Montrer que : R® = | + E.
a) (0.25 point) ” O ” Probléme : F; + F, C R3?
E, CR*et B CR® = E;, + E, CR%.
b) ” C "Probléme : R C E; + Ey?
V(z,y,2) € R (x,y,2)= ga + 2b,—4b + 5a,a) + gc, —2c, 302 (0.5 point)

B4 Es
r=a+2b+c
= y=—4b+ 5a —2c¢ (0.5 point)
z=a+ 3c

y—bz=—4b—17c
N r—z=2b—2c

y—bz=—4b—17c
= 2z—-22+y—52z=-2lc

{ T —z=2b—2c
=

= = ——2:17 —;172 _ y‘ (0.25 point)

= a=2z—3c= W (0.25 point)

L, _@ma—c_a- ZoMoty _ 2o iTsy
2 2

= b= 21:”4—_;% = g + g (0.25 point)



(5) Déduire si la somme est directe ou non.

La somme est directe des deux sous-espaces vectoriels F; et Ey dans R? ou dire E; et Es
sont supplémentaires dans R? qu’on la note par :

R*=FE, @ Es.

lére méthode :

R3 = E, + E,
RP=F D E, & et (0.5 point)
El N E2 = {(Oa 07 0)} :

Il reste & montrer que :

Ei N Ey = {(0,0,0)}?
a) " D7
(0,0,0) € Ey et (0,0,0) € By = {(0,0,0)} C E; N E».(0.25 point)
b) 7 C” (0.75 point)

UeE =U=(a+2b—4b+ ba,a)

YU € E NE,= et
UeE;,=U=(c¢,—2c,3c)
a+2b=c -~
- -aw+5a_—z::>{7“_0
a = 3c
a=3c

= a=0=c¢c=0=b=0.
= U=1(0,0,0)= EyNEy,C{(0,0,0)}
= ElmEQZ{(Oa()aO)}'

Donc la somme est directe dans R3.
2éme méthode :
dimR? = dim E; + dim F,

RP=FE QE, & et (0.5 point)
EiNE,={(0,0,0)}.

On a :
dim F; + dim F, =2+ 1 =3 = dimR3,
Le reste comme la lére méthode.
3éme méthode :
Pour B = {V}, Vs, V3} il suffit de montrer que B est une base de R? pour que la somme

soit directe dans R3. (0.25 point)

card B =3 = dimR?, (0.25 point)
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donc il suffit de montrer qu’elle est libre. (1 point)

1 2 1
5 —4 2| = 1x _24 _12 + (3) x é _24
0 —42

= —42 +# 0= B est libre donc c’est une base de R?

= donc la somme est directe dans R>.

02 : (12 points) On considére application linéaire suivante :

f . R3[X}—>R2[X]
P — f(P)=-3+P(X)+(2X —-1)P"(X).

R,, [X] : désigne I’ensemble des polyndmes de degré inférieure ou égale a n.

(1) Trouver la matrice associée & f dans les bases canoniques B; et B, respectivement de

Rg [X] et Rg [X]
f(1) —3. (0.25 point)
f(X) = —2.(0.25 point)
f(X?*) = —5+6X. (0.25 point)
f(X?) = —3-6X+15X? (0.25 point)
Donc :
f(1) f(X) f(X?) f(X?) (0.5 point)
-3 -2 =5 -3 1
M<f7BI;B2) = 0 0 6 —6 X
0 0 0 15 X?
(0.5 :)roint)

(2) Soient By = {ws,ws, w3, ws} une base de R3[X] avec : wy = 4, wy = 6 — X, w3 =
245X + X2 et wy = —2+4X +3X%2 — X3 et By = {v1, 09,03} avec v; = —5,
’U2:2+3X,123:6X—|—2X2.

a) Montrer que B} est une base de Ry [X].
cardB) = dim R, [X] = 3, (0.5 point)
alors il suffit de démontrer qu’elle est libre.
-5

0 = —30 # 0 = Bj est libre, donc c’est une base.(1 point)
0

S W N
N Oy O



b) (1.5 point) Trouver la matrice de passage P de la base By vers Bj.

Wy Wy W3 Wy (0.5 point)
4 6 2 =2 1
o -15 4 X
P=10 0 1 3 X?
0 0 0 -1 X3
(1 point)

c¢) (1.5 points) Trouver la matrice de passage @) de la base By vers Bj.

V1 V2 Vs (0.5 point)

-5 2 0 1
Q= 0 3 6 X
0 0 2 X?
(1 p:int)

d) (1.5 point) Déterminer la matrice de passage de la base B} vers Bs.

1 t

-1 __
Q= 1t 0 com(@.
6 0 0
com@Q =1 —4 —-10 0
12 30 -—15
1 X X? (0.5 point)
1 6 —4 12 vy
Q= 30 0 —10 30 Uy
0 0 —15 V3

(.

~
(0.25 det +0.75 le reste)

e) (1.5 point) Trouver les composantes de V = 5X? —4X — 3 dans B, ensuite dans Bj.

-3
Ve, = | —4 | — (0.5 point)
)
1 6 —4 12 -3
Vg, =Q 'Vp, = e 0 —10 30 —4
~—_—— — _
(0.25 point) 0 0 15 g
1 58
= 3 190 | .— (3 x 0.25 point)
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f) (2 points) Trouver la matrice N la matrice associée a f relativement aux bases B] et B5.

N - QilM (f, Bl; BQ) P

J/

(0.5 point)
L [6 -4 12 -3 -2 -5 -3 é _61 ? _42
= 5 0 —10 30 0 0 6 —6 0 0 1 3
0 0 -15 0 0 0 15 00 0 1
—18 —12 —54 186 462 =2
-1 0 -1 5 4
= —| o 0 —60 510
30 0 0 0 _995 0 0 1 3
N - 0 0 0 —1
(0.75 point)
fQwi) fws) fws) f(wa) (0.5 point)
[ -T2 —96 —150 —360 v
=N= 55 0 0 —60 —690 Vo
0 0 0 225 U3
(0.75;0int)
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