Université Abou Bekr Belkaid Tlemcen. 1°7¢ année LMD (2022/2023).
Faculté des Sciences MI-S2, durée 1h:30’.

Remplacement de ’Examen Final -Analyse 2-MI.

Question de cours (05 points)
Résoudre 'EDO du 2%™€ ordre suivante:

y +2y +2y=e "sinz.

Exercice (15 points) Les questions suivantes sont complétement indépendantes.

1. (5 points). En utilisant les développements limités, calculer la limite suivante:

L= lm {m.ln (Mﬂ

T—+00 Inz

2. (7 points). Calculer les intégrales suivantes :

ha ch
a)I:/\/9—|—x2da: : b)J:/ ST A

d
(sh?x — 1)(shx + sh?x + 1) v

3. (3 points). Résoudre 'EDO homogéne d’ordre 1 suivante :

2y +ay =1+ (x £0).

On rappelle que :
1/ Vo € R, ch? (o) = 2(ch(2a) + 1) et sh(2a) =2 sh(a)ch(a).

2/ In(1+t) =t+ o(t) au voisinage de 0.

Remarque: L’usage des téléphones portables est strictement interdit. Bon courage.




Université Abou Bekr Belkaid Tlemcen. 1°7¢ année LMD (2022/2023).
Faculté des Sciences MI-S2, durée 1h:30'.

Correction du remplacement de I’Examen Final -Analyse 2- MI.
Question de cours (05 points)

Y +2y +2y=e Tsinz...(1).
1.ESSM 4 +2y +2y=0

(EC) : r*+2r+2=0
. . a=-—1
= r=—-1ti=a=xif avec { g1 -
On note par yj, la solution de I’équation homogene associée a (1).
Alors: yp(x) = e [Cycosx + Cysinz]; (C1,Cy € R).  (1point).
EASM On pose
flx) = e *sinz
= eM[Py(z)cos (0z) + Py(x)sin (0z))]
A=-1
A 0=1
Y Pilz) = 0= deg(Pi(z)) = 0
Py(x) =1 = deg(Py(x)) =0

On note par y, la solution particuliere de I’équation donnée en (1).

Donc y, est sous la forme suivante :
yo(2) = eMa™ [Q1(07) cos v + Q2(07) sinz] .

*) Puisque A + i = —1 + i est une solution de I’(EC), alors m = 1.
*) Puisque max (deg(P;(x)),deg(Pz(x))) = 0 alors deg(Q1(z)) = deg(Q2(x)) = 0.

T

Ce qui fait que y,(z) = e *z[acosz + bsinz| (0.5 point) ou a et b sont des constantes & déterminer.

On a:

!’

y,(x) =e " [(a+ (b—a)z)cosz + (b— (a+b)x)sinz]. (1point).
Et B

Yy, (x) = e " [(20 — 2a — 2bx) cos ¥ — (2a + 2b — 2ax)sinx]. (1point).
En remplagant dans I’équation (2.), on trouve :

2bcosx — 2asinx = sinx

=_1
-2

_ 0 .(0.5point).

Par identification, on obtient: {

S

Ce qui fait que
1, .
yp(z) = —g5¢ “wcosz. (0.5point).

Finalement,

y(2) = yn(@) + yp(x) = e [(cl - %:1:) cos z + Cy sin x] . (C1.C € R) (1point).



Exercice (15 points) Les questions suivantes sont complétement indépendantes.

1. En utilisant les développements limités, calculer la limite suivante:

L:lm_hmm(E@iﬁﬂ.

r——+00 Inz

On a
In(z+1) zr+n(l+1) _1+1 n(l+1)

Inz N Inz Inz (Ipoint).

Tr——400 T

1
Et comme lim (—) =0et In(1+¢) = t+o(t) au voisinage de 0, alors In(1+ 1) = 1 +o(1).(1point).

Rappelons que lim 350(1) =0

r—-+00
S’en suit:
1
n(z+1) 1+$+0()
Inx Inx
1+ =+ of ! )
= 0
rinz rlnx
In(zx+1) 1 1
n[——— ) =1In(1 1point).
~ n< Inz ) n( +J;lnx+0(:z:lna:)) (point)
Or lim < ): 0, donc de la méme maniéere, on obtient:
z—+oo \ xlnz

1n<1“<“"+1)): L o) (1point).

Inz zlnzx zlnx

Inz zlnx zlnx

Ainsi {lnx In <ln x—l—l))} = l+0<1)
Inz T x

1 1
Et donc : L= lim {— +o <—)} =0. (1point).

r——+oo [ I T

Ce qui fait que : [lnx1n<lnx+1))]:lnx[ = + o ! )}

2. Calculer les intégrales suivantes :

a) I = [V9+ 2%dx

1°re méthode

On pose = = 3shy, on trouve dx = 3chy.dy (0.5point).
Donc,

I = /\/9 + (3shy)? . (3chy) d
= /\/9(1 + sh?y) . (3chy) d
= 9/]chy|chydy (0.5point).

3



Mais comme Vy € R, chy > 0. alors:

I = 9/ch2y dy (0.5point)
/(ch(Zy) +1) dy

911

9 9
I = Zsh(Zy) toyt C, (0.5point).

Puisque sh(2y) = 2shychy alors I = gsh(y)chy + gy + C, et comme = 3shy alors:

shy z
3

y = arg sh <§>

chy:m:\/l—i-(%)z:%m

Finalement :

1
I = 53:\/9 + 22 + garg sh (g) + C, (C € R) .(1point).

28me meéthode
On procede par parties :
/
On pose{ Z((X)) \1/9+7 ,(0.5point)
u(x) ==z
On trouve ,
v'(

~—

(2z) @ (0.5point)
VI+ 22 VI a2

~—

DO [—=

) =

Donc
] . 22
I = |z2vV9+= —/ dx
- . V9 + 22
r 1 9+2%2-9
= |eVI+2?| — | ——dx
L ] ‘/9+I2
= [|evoTa2] - 9+—x2dx+/de(0 5point)
- . V9 + 22 V9 + 22 '
r 1 1
I = |zvV9+ 22 —I+9/ dz(0.5point
Vv | s (0.5point)
= 2] = [x\/9+x2] +9 [argsh (f)] +C
3
1 9 T .
=1= §x\/9+x2 + §argsh <§> + C, (C € R) .(1point).
b)

g / shx chx dr
) (sh2z —1)(shx + sh?z + 1)

On pose y = shx, on trouve dy = chxdx , donc



B oy = oin
J_/(yQ—l)(y2+y+1)_/f(?/)dy (1point).

On a
Y A B Cy+D . .
= + + 1point Fraction
=D +y+1) y—1 g1 Tyt (PO ( )
Dy = R/{-1,1}
On multiplie toute I’équation au-dessus par (y — 1), on trouve:
B(y—1 Cy+D)(y—1
vy € R/{-1}, Y _ y—1)  ( A )y —1)
(y+1) > +y+1) y+1 Yy +y+1
Nous prenons y = 1 pour avoir :
1
A=—
6
De méme, on multiplie toute ’équation appelée (Fraction) par (y + 1), on trouve:
Aly+1 Cy+D)(y+1
-D@+y+1)  y-1 y+y+1
On choisit maintenant de prendre y = —1, on trouve directement:
1
B=-
2
Maintenant on revient a notre équation donnée en (F'raction) :
Y A B Cy+ D

Yy € Dy, = +
YR S Pty ) w1 g+l Pyl

Vu que nous avons déja calculé A et B, nous prenons directement y = 0 pour trouver le D, comme suit :

Et enfin, nous multiplions toute I’équation (F'raction) par y et nous passons a la limite quand y tend vers

+00 :
2 A B C D
Yy € Dy, (y.(Fraction)) < i S Y (Cy+ D)y
WV-D@+y+l) y—-1 y+1 y+y+1
2 A B C D
= lim Y — ym | Y, By Gyt Dy
yotoo(y? —1) (Y +y+1) vt [y—1  y+1 yPP+y+l
= 0=A+B+C
2
= (C=—-.
3
Donc:
Y 1 1 _Zy_l
6 4 2 3° 3 (1point)




Il ne reste plus qu’a intégrer:

[—/ ydy 1 dy +1 dy 1/ 2y +1 p
WD) ry+) 6)y-1 2)y+r1 3) i pryr1?

1 1 1
Izaln|y—1\+§ln]y+1]—§[ln‘yQ—l—y#—lH—i—C,(C’ER).

Au final,
1 1 1 , .
I= 61n|shm -1+ §ln|shx+ 1] — gln (sh®z + shx +1) + C,(C € R) . (1point)
3. Résoudre 'EDO homogéne d’ordre 1 suivante :

22y +xy =1+ 2% (x #0)..(2)

En divisant toute I’équation par x2, (rappellons que z # 0) on trouve:

2 2
' Y Yy t+x
(2) < yt+o="0 (x#0).

2
oYy
s y+l=L 41
yo= 5 (%)
On pose u = Q, on trouve y = ux et ¥y’ = v'x + u. (1point)

x
En remplagant dans (x), on obtient:

vrt+ut+u = ur+1

ur = ur—2u+1
= (u—1)?

Qui est une EDO a variables séparables en u puisque:

d_:z; du

r (u—1)2

Nous allons la résoudre facilement en:

Injz|+C = — (C € R).(1point)

u—1’
Nous allons d’abord tirer « puis revenir a la variable vy, comme suit:
)

1
= ——+1
“ 1n|:1:’]—i—C’+
Y 1
S F=———+41
x ln\x|—i—C’jL
x
S y=—— C € R). (1point



