Université Abou Bekr Belkaid Tlemcen. 1°7¢ année LMD (2022/2023).
Faculté des Sciences MI-S2, durée 1h:30’, le 28/05/2023.

Examen Final -Analyse 2-MI.

Question de cours (05 points)
Résoudre les EDO du 2°™¢ ordre suivantes:
1. (2 points) y =3z +1.

2. (3 points) y +y=cosz.

Exercice (15 points) Les questions suivantes sont complétement indépendantes.

—

. (4 points). En utilisant les développements limités, calculer la limite suivante:

2x
I — lim 20+ 1
z—+oo \ 20 — 1

. (3 points). Etudier la dérivabilité de la fonction suivante sur R :

1
v fa) = 22 sin (E) siz#0
0 siz=0

[\G)

w

. (5 points). Calculer les intégrales suivantes :

a)]:/olmdx : b)Jz/ vl

224+ 2x+3 v

W

. (3 points). Résoudre 'EDO linéaire d’ordre 1 suivante :

vy +2y=2>+1. (z>0).

On rappelle que :
1/ Va € R, cos?a = 3(cos(2a) + 1).
2/ In(1+1¢t)=t— L +o(t?) au voisinage de 0.

Remarque: L’usage des téléphones portables est strictement interdit. Bon courage.




Université Abou Bekr Belkaid Tlemcen. 1°7¢ année LMD (2022/2023).
Faculté des Sciences MI-S2, durée 1h:30', le 28/05,/2023.

Correction de I’Examen Final -Analyse 2- MI.

Question de cours (05 points)
Résoudre les EDO du 2éme ordre suivantes:

1. Il suffit d’intégrer deux fois:

"

y = 3r+1
= y/:/(3zv+1)dx

3
= y :§x2+x+01

Et y = /(g2+x+cl)d;c

1 1
= y(aﬁ) = 5.7}3 + 51‘2 + Chx + Cy; (Cl, Cs € R) (2 points)

2. y” + y = cos .
ESSM 4" +y=0

(EC) : 77+1=0
= r=4i=a+i avec { gi(l) .
On note par yj;, la solution de I’équation homogene associée a (2.).
Alors: y,(z) = Cicosx + Cysinz; (C,Cy € R).  (1point).
EASM On pose
f(z) = cosz
= eM[Py(z) cos (0z) + Py(x)sin (0z)]
A=0
A 6=1
Y Pie) = 1= deg(Pi(2)) =0
Py(z) = 0 = deg(Py(z)) = 0

On note par y, la solution particuliere de ’équation donnée en (2.).

Donc y, est sous la forme suivante :
yp(r) = M2™ [Q1(07) cos x + Qa(Az) sin ] .

*) Puisque A + 10 = i est une solution de I'(EC), alors m = 1.

*) Puisque max (deg(Py(x)),deg(Py(x))) = 0 alors deg(Q1(x)) = deg(Q2(z)) = 0.

Ce qui fait que y,(x) = z[acosz + bsinz] (0.5 point) ou a et b sont des constantes a déterminer.
On a:

!

y,(z) = (a +bx) cosx + (b — ax)sinz. (0.25point).
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Et
Yy, (x) = (2b — ax) cosx — (2a + br)sinz. (0.25point).

En remplagant dans 1’équation (2.), on trouve :
(2b — ax)cosx — (2a + bz)sinz + z [acosx + bsinx] = cosx
= 2bcosx — 2asinx = cosw

Z ~ 1 .(0.25point).

Par identification, on obtient: {

o= O

Ce qui fait que
1
yp(z) = 2% sinz. (0.25point).

Finalement,

1
y(z) = yn(x) + yp(x) = Crcosx + (02 + 530) sinz; (C1,Cy € R).(0.5 point).

Exercice (15 points) Les questions suivantes sont complétement indépendantes.

1. En utilisant les développements limités, calculer la limite suivante:

9 1 2z
L= lim i
z—too \ 20 — 1

1°r méthode

On a

2x+1_2x—1+1+1_1+ 2
o —1 20 — 1 - 20 — 1

22 +1\*
o = (35)
_— @ln(§£+i)2z

2z ln( 2”1’1)

Donc,

= €

2m1n<1+ 2 >
fz) = e 20 =1/ (1point).

2 2
=t, on trouve lim t =0et 22 = n + 1.(1point).

Maintenant, on pose
2 r—-+00

Donc In < ) n(l+t) et f(t) = ( +1) od1+2)
Et comme In (1 + ¢) £ 1 o(t?) alors
2
ft)y = e(?“) (t_%JrO(tz)) (1point).
_ 62—t+t—§+o(t2)
= 62.€_§+0(t2)
BRT 2 —%Jro(t?) _ 2 :
= L= %m% e“.e =¢°. (1point).
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Remarque : On peut aussi procéder par changement de variables : X = 2x + 1 par exemple !
28me méthode

Ona  f(z)= 2 m(3) Drautre part,

1
ln(2x+1) W 2 (14 5-)
2 — 1 2 (1—5)

Et comme lim (i) = 0 alors,
z—+oo \ 2T

1 1 (L) 1 1\ -1 (3)° 1
(14— )=——2L 4,(= m(1——)=—-2l 4,(= ).
n( +2:c) 2x 2 +O<x2) ot n( 23:) 2x 2 +0(1‘2>

20 — 1 1 1
Ce qui fait que : In ( ’ ) =—+o0 (—2) . (1point).
x

20 +1 x
Ainsi : 2zln <2x - 1) ( (%)) =2+o0 <1> . (1point).
x x
On obtient : ( )= etol(3).
Et donc = llIJP flz) = (1point).

2. Etudier la dérivabilité de la fonction suivante sur R :

1
v fz) = 22 sin (;) siz#0
0 siz =0

a) Sur R*, la fonction donnée est composée par des opérations (produit, inverse, composition et puis-
sance) qui préservent la dérivabilité des fonctions élémentaires (puissance, sin et inverse) dérivables sur
R*. Elle est par conséquent dérivable sur R*.  (1point).

b) Au point 0:
limL{;(O) = lim ($ sin (é)) =0 € R.(1point)

x—0 xr — x—0

Car la fonction y +— siny est bornée et lin%]:z: = 0. Donc f est dérivable au point 0. (0.5point).
De a) et b), on conclut que f est dérivable sur R. (0.5point).

3. Calculer les intégrales suivantes :

a) [ = fol V1 —22dz
1°*¢ méthode On pose x = siny, on trouve dz = cosy.dy (1point).
1 =0=1y; =arcsin0 =0

N _ : T
xg =1=y, =arcsinl = 3

x €10,1] et z =siny = y = arcsinz. D’ou (0.5point).

Donc,



g
I = / /1 —sin2y cosy dy
0

bl
= / |cos y| cos ydy
0

™

Mais comme y € [O, 5] alors cosy > 0. Ce qui fait que :

™

2
I = / cos?y dy (0.5point)
0

1 [2
— 5 [ (eosz) + 1) dy
2 Jo
R (29) + 2
= 5 |5sin(2y) +y )
I = % (0.5point).
2%me méthode
On procéde par parties :
On pose w(r) = (0.5point)
v(r) =1—-22 "\
u(z) =x
On trouveg 1 (—22) —z  (0.5point)
V(@) =3 3 2
V1—2x V1i—z
Donc
g 1 R——
I = [a: 1—x2] —/ —dx
0 0o Vv 1— 22
"1—-a22-1
= — | ———dx
0 vV 1-— x2
1 1— .CU2 1 1
= — —dx—i—/ ————dx(0.5point
0 \/1—%’2 0 \/1—332 ( P )
1
1
I = —I+/ ————dx(0.5point
) VT2 r0-5point)
= 2I = [arcsin (7))}
1
I= 5 [g] = %(O.E)point)
b)

r—1
= [ ————d
J /x2+2$+3x

On pose P(z) = 2% + 2z + 3. On remarque que : A = —8 < 0.
Dong, sous la forme canonique, on a Vo € R, P(z) = (z+1)2+2. (0.25point).
Et comme P'(r) =27 +2,ona: Vo € R,



(x—1) = %(23;_2)
- %(2:1;—1—2—2—2)
= %[(29{:—1—2)—4]
(x—1) = %(2x+2)—2. (0.25point).

Donc

x—1
J = ——d
/$2+2$+3 o
12 2)—2
/—2(x+ ) dx
24 2x+3
1 2 2
2) 22+2x+3 (x+1)2+2
1 9 1 (x+1) .
J = §ln|x + 2z 4 3| — 2 [ —= arctan +C, (CeR).(1point).

V2 V2

4. Résoudre 'EDO linéaire d’ordre 1 suivante :

vy +2y = 2°+1; (z>0).

2+ 1

2
= y'+;y: ; (z>0).

1°"® méthode : variation de la constante
ESSM : (1pt)

y+-y =0
dy 2
= = =-=
dx xy
d 2
= —y:——d:c

T

- /dy /——dm

= Iny=1In(z)"2+C, (CE€R).

K
:y:;-(KeRy

EASM : (1pt)

y = 20
Ly = K- K
Ly =Ko 2w



En remplacant dans 1’équation, on trouve:

.2 2+ 1
y+-y =
x T
N K'(z) 2K(z) 2[K(z)] 2?41
x? x r| 22 |
K'(z) 2*+1
= 2
x x
= K'(z)=x(2*+1)
= K(z) :/(:E3+x) dx
xt a?
K(z)=—+4—
= K(z) 1 + 5
Finalement,
4 2
K Z+%
y(r) = PR
K ° 1
= S+ 4. (1pt
W) = 5+ T+ (pb)
2%me méthode : par le facteur intégrant
L’équation est écrite sous la forme: Yy +a(x)y =blx); (x>0).
2 241
Avec a(z) = — et b(x) = Tt :
x x
Etape 1 : (1pt) On calcule le facteur intégrant :
R(.I) _ effa(m)dx
— [ —dz
= [ s
— e—21nz
1
Etape 2 : (1pt) On calcule :
b(x)
K = d
() R ™
211
(332) . (x i > dz
x

Etape 3 : On écrit la solution sous la forme:



Ce qui donne :

, (C€R). (1pt).



