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Controle Continu de Remplacement -Analyse 2-

Question de cours (5 points)

1. (38 points). Soit les deux fonctions x — f(z) = et v +— g(x) = —.
x

x + 22
Montrer que f(x) o g(x).

2. (2 points). Pouvons-nous en déduire que e/®) - e9®)? Pourquoi?

Exercice 1 (07,5 points)

1. (1,5 points). Soit z € R. Trouver les expressions suivantes en fonction de x:

a) ch(argsh(z)) b) th(argsh(z)) c¢) sh(2argsh(x)).

2. (3 points). Montrer que Vz € [-1,1], arccos () + arcsin(z) = 7.

3. (3 points). Montrer que Va € R, arg sh(a) =In(a + Va2 +1).

Exercice 2 (07,5 points)

1. (2,5 points). Utilisez la formule de Taylor(Mc-Laurin)-Young pour trouver le DL, (0) de la fonction:

ur— g(u) = (1+u)", (0 € R¥).

2. (2,5 points). Soit f la fonction définie sur R par :  f(z) = V1 + x + 22 + 3.
En utilisant la question précédente, donner le DLs; de f au voisinage de 0.

3. (2,5 points). Déterminer I'équation de I'asymptote (A) & la courbe de f en —oo, ainsi que sa
position par rapport a cette courbe.

Bon courage.

On rappelle que :

1/ Yo € R, sh(2a) = 2sh(a)ch(a).

2/Quand n est impair, on a : Vo € R, /o = an.
3/ Va, B € R,sin (o — ) = sinacos § — cos asin 3.
4/Na, € R, cos(a — B) = cosacos 3 + sin asin 3.

Remarque: L’usage des téléphones portables est strictement interdit.
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Correction du Contréole Continu -Analyse 2-
Question de cours (5 points)

1. (8 points). Soit les deux fonctions  — f(z) = — et x +— g(z) =

8] |~

Montrer que f(x) " g(x).

o [l suffit de calculer limm = lim
:pHOg(gj) z—01 +x

1 1
prape Al Donc f(x) - g(x).

= 1. Donc f(z) - g(x).

e Ou bien : x—l—xZLOAx:

2. (2 points). Pouvons-nous en déduire que e/®) - e9()? Pourquoi?

Non, e/(®) % e9®) car:

—1
li — = li =—-1#0.
o lim[f(2) - g(2)] = lim-—— 7
of(@)
e Ou bien : lim = limelf(®)—9@)] = =1 £ 1,
rx—0e ( ) x—0

Exercice 1 (07,5 points)

1. Simplifier les expressions suivantes:

a) ch(argsh(zx)).

On sait que :

Vo € R,ch*(z)—sh*(z)=1
— ch®(z) = 1+ sh*(z).

= |ch(z)| = /1 + sh?(x)

Et comme ch est une fonction a valeurs positives, on trouve:

Vo € R, ch(x) = +/1+ sh?(z).

Donc:

Vz € R, ch(arg sh(z)) = /1 + sh2(arg sh (z)) = V1 + 22.(0.5 point).

b) th(argsh(x)).
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Vo € R, th(arg sh(z)) = iZE:ii Z;g;; = \/%.(0.5 point).

¢) sh(2argsh(x)).

Vo € R, sh(2arg sh(x)) = 2sh(arg sh(zx))ch(arg sh(z)) = 22V'1 + 22.(0.5 point).
2. (3 points).Montrer que Vz € [-1,1], arccos (z) + arcsin(z) = 3.

e lére méthode: On pose :

Vo € [-1,1], f(x) = arccosx + arcsin z.

f est définie, continue sur [—1, 1] et dérivable sur |—1, 1| comme suit:

Vo e|-1,1[, f'(z) = _—1x2+

1
1 N

Donc f est constante sur |—1,1[. i.e.Vx € |—1,1[, f(z) = k.

0.(1 point).

11 suffit de remplacer par une valeur z € |—1,1[, = = 0 par exemple.

f(0) = k= arccos(0) + arcsin(0)
7r
= 5+0

= k= g.(1.25 point).

Pour x =1:

f(1) = arccos(1l) + arcsin(1)

™
— 04—
+2

™ .
—.(0.25 point).
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Pour x = —1:

f(=1) = arccos(—1) + arcsin(—1)
T
= T — —

2

T (0.25 point).

2
Au final:

| Vz € [-1,1], f(z) = 5 |(0.25 point).

e 2éme méthode On a:



r € [—1,1] = arccosz € [0,7].(0.5 point).

= g —arccos T € [—g, g} .(0.5 point).

Maintenant, on applique sin:

sin (
2

Car nous avons

Donc:

Remarque :

7r . (T T . .
— — arccos a:) = sin <—) cos (arccos ) — cos <§> sin(arccos x).(1 point).

la relation trigonométrique :

Va, f € R, sin (a — ) = sinacos f — cos asin 3.

sin <g — arccos a:) = 1lx-0

= T

™ .
= 5 — arccosr — arcsinx

’ = § = arccos T + arcsinx ‘(1 point).

Les étudiants peuvent aussi tirer arcsin z au départ et appliquer cos.

3. Montrer que Va € R, arg sh(a) = In(a + Va2 +1).

e 1°"¢ mé

thode:

On pose arg sh(a) =y . Alors

On pose ¢¥ = z ( > 0), on trouve : e ¥ =

Donc

ey_efy
a = shy=a=———

= e —e ¥ —2a=0..(x).

1(>O).

z

1
() & z—=—-2a=0
2

& 22—2az2—-1=0
& 219 =axVa?+ 1(1point).

7n=a—va?+1<0..(1)

On veut montrer que, Vo € R, ,
ven q “ {ZQZOC+\/062+1>O...(2)
Nous savons que :

Voo € R, o?< (a2+1)
lal < Va?+1

—Va2+1<a<va?+1..(x)(0.5 point)
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e (x)=>VaeR, a—+Va2+1<0. z est donc refusé.0.25 point

o (x) =VaeR, a++va?2+1>0. z est donc accepté.0.25 point

La seule solution est : 29 = o + Va2 +1 > 0.
Ce qui fait que : e =a++vVa>+1=y=In(a+Va?+1).
Ou alors, arg sh(a) = In (a + va? + 1) .(1point).

e 2°™e héthode

On pose arg sh(a) =y = a = shy.

Nous savons que Vy € R, chy 4+ shy = e¢¥ . Donc y = In(chy + shy).(1point).

Mais comme chy = /sh?y + 1.(1point).

On obtient y = In(shy + \/sh?y + 1). i.e. argsh(a) =In (o + Va2 + 1) . (1point).

Exercice 2 : (07,5 pts)
uwr— g(u) = (1+u)”,(a e RY).
g,(u) =(1+u)” = ¢(0) =

)
g =a(l+u)° = ¢'(0) =
g =ale-1)1+u"" =g'0)=al-1

Formule de Mc-Laurin-Young au voisinage de 0, a l'ordre 2:

g0  g'(0)

g(u) = g(0)+ T u+ o u? + o(u?)(1 point)
2
on 1m2%) — o
u—0 ’LL2

Ce qui donne:

1+u)*=14au+ % (a — 1) u* + o(u*)(0.5 point)

fz) = V1+z+22+a3
= flu)=(1+u).

Avec, comme changement de variables z+z?+x3 = u, (0.5 point) qui ne modifie pas le voisinage.(0.5 point)
et o = %
Donc:

flu) = 1+ g - éuQ + o(u?).(0.5 point)

u = z+2°+2° = (z+2%) +o(2®), et v =2+ o(a?).



1 2
Alors f(z) = 1+ 3 (z+2%) — % + 0(z?).(0.5 point)
1 2
= 1+ 3%+ 5952 + o(2?).(0.5 point)

3. Au voisinage de —o0

f(x) V1+x+ 22+ 23

T T
(1+x+a2%42°)

=

D’apres ce qui préceéde, on trouve:

/() 1+1 = +2 ! + ! (0.5 point)
—r = —| - - | = ol = .5 poin
x 3 \z 9 \ 22 x? P
Et donc I’équation de 'asymptote a la courbe de f au voisinage de —oo est :

(A):y=x+ é(l point)

Et comme : f(x) — (z + %) = % (x%) +o0 (x%) > 0 au voisinage de —o0, alors la courbe est au-dessus de
I’asymptote.(0.5 point)



