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Controle Continu -Analyse 2-

Question de cours (5 points)

1. (2.5 points). Soit a € R. Montrer que si f est une fonction dérivable en a avec f'(a) # 0, alors :

f(@)=fla) « fa)(x—a)

a

2. (2 points). En déduire un équivalent de la fonction x — sinz au voisinage de 0.

T _ 1)gi 2
3. (0.5 point). Sachant que (e — 1) vz, trouver la limite : A = hn(l)(e( 1 )Slz?) -
T— A

Exercice 1 (08 points)

1. (1 point). Trouver arcsin(sin(*2)).

2. (2 points). Résoudre dans [—1, 1] I'équation : arccos () = arcsin(zx).
3. (2 points). Montrer que Va > 1, argch(a) = In(a + va? — 1).

4. On définit sur |0, +-o0[ la fonction suivante :

v f(2) = arg ch B <x+ i)}

(a) (1.5 points). Montrer que f est dérivable sur |0, +oco[ puis calculer sa dérivée.

(b) (1.5 points). En utilisant la question 3, simplifier ’expression de f.

Exercice 2 (07 points)

1. (2.25 points). En utilisant la formule de Taylor (Mc-Laurin) - Young, trouver le DL3(0) de la
fonction:

1
r— g(x) = s
(On peut utiliser les notations de Landau).
2. (3 points). En déduire le DL3(0) de la fonction :
1

3. (1.75 points). Déterminer I’équation de (A), "asymptoéte au voisinage de (+00) au graphe (I') de
la fonction :

T
= F(r) = —7,
1+ex
ainsi que sa position par rapport a ce graphe.
Remarque: L’usage des téléphones portables est strictement interdit. Bon courage.
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1. Montrer que si f est une fonction dérivable en a avec f'(a) # 0 alors :

f@) = fla) « fla)(x—a)
f(x)—f(a)
: . flx) = fla) _ [ ) ] . f'(a)
uisque f'(a il suffi uler lim ————~% = lim—————= = lim
Puisque f'(a) # 0, il suffit de calcule als—mf’(a)(x— 2 91[;_,(1 Fila) ch_mf,(a)

2. En déduire un équivalent de la fonction = — sin x au voisinage de 0.

On pose f(x) =sinz et a = 0.
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= 1. (2.5 points)

f est dérivable (sur R, en particulier) en 0 et on a f () = cosz. S’en suit f(0) =1 # 0.

Et comme f(0) =0, alors sinx oo (2 points).
3. On a: (e* — 1) P sin 2z " 22 et (2 — 23) - — 23, donc

(e —1)sin?x

A = I
_ r.2?
o xgr(l)—xg
A = -1(0.5 point).
Exercice 1 (08 points)
1. Trouver arcsin(sin(+2%)).
19 20m —
arcsin(sin(TW)) = arcsin(sin( W5 7T))
= arcsin(sin(47r—%))

arcsin(sin(—g))

m =T T
—— car — € [__’E

E 7 5 } .(1 point)

2. Résoudre I'équation : arccos (z) = arcsin(z).



On a: Vz € [—1,1], arccos (z) € [0, 7] et arcsin(z) € [ 5, %] .(0.25point).

Donc, pour que y = arccos (z) = arcsin(z) il faut que y € [0, 7] N [, Z] = [0, %] .(0.25point).
En méme temps, arccos (r) =y = = = cosy, quand y € [0, g] .

Et arcsin () =y = = siny, quand y € [0, g] )

On aura donc,

o
IA

y <

SN0

cos (5) < cosy < cos0 (car cos est décroissante)

0<cosy<1
0 <z < 1(0.25point).

P du

Et

o
IN

<
?J_2
S

sin0 < siny < sin (g) (car sin est croissante)
0<siny <1
0 <z < 1(0.25point).

Ll

On cherche donc un x € [0, 1] tel que : arccos (x) = arcsin(x).

[0,1], arccos (x) = arcsin(x)

cos(arccos x) = cos(arcsin )(0.5point).

x =+v1—22(0.25point).

G 4P ddon

S = {g .(0.25point).

3. Montrer que Va > 1, argch(a) = In(a + va? — 1).
1°r¢ méthode:

On pose arg ch(a) = y avec y > 0.(0.25point).

Si arg ch(a) =y, alors o = chy = o = <42 = ¥ + eV — 20 = 0...(%).(0.25point).

On pose €V =z > 1 (car y > 0), on trouve : e7¥ =1 (> 0).

Donc

1
() & z+4 - —2a=0(0.25point).
2
& 22-20z+1=0
& z19=a+xVa?—1(0.25point).

Remarque : la section suivante peut étre exprimée par I’étudiant de plusieurs maniéres. Toutes les
méthodes sont comptées juste pour vu qu’elles ménent & Rome !!!

3



e On montre que, z; = a — va? — 1 < 1,(0.25point).

Supposons que :

a—1—+va2—-1 < 0
= a—1<+VvVaz-1

Comme o > 1 alors @ — 1 > 0, nous pouvons donc passer au carré. On trouve:

(a—1)? < o*-1
—2(a—1) < 0 quiest vrai Vao > 1.

z1 est donc refusé.
e On montre ensuite que, zo = o + va? —1 > 1,(0.25point).

Supposons le contraire, i.e. que :

a—1+va?2—-1 < 0
= a—1<—Va?2-1

Ce qui est impossible, vu que & —1 > 0. Donc, Va > 1,a+ Va2 —1>1

25 est donc accepté.

La seule solution est : 20 = a ++va2 — 1> 1.

Ce qui fait que : ey:a+M¢y:1n(a+M).Et donc,

arg ch(a) = In (a + va? — 1) .(0.5point).

28me méthode

On pose o = chy avec y > 0, > 1(0.25point).

Nous savons que chy + shy = ¢¥ . (0.5point).

donc y = In(chy + shy).(0.25point).

Or, ch®y — sh®y = 1 ce qui fait que shy = im.(O.Spoint).

sh étant croissante, y > 0 = shy > 0, ce qui fait que shy = \/chzyi—l.(ﬂ.l’)point).
On obtient alors y = In(chy + \/ch?y — 1).

Et comme y = arg ch(a), on obtient arg ch(a) = In (o + va2 — 1) .CQF D.(0.25point).

. On définit sur ]0, +oo] la fonction suivante : f(z) = argch (3 (z +1)).

Remarque : Soit x > 0, On peut montrer facilement que [% (a: + %)} > 1.

En effet, supposons que c’est le cas, i.e. que [% (:l: + %)] > 1, alors:

2
x+1>2

xz

x2+1—2m20
T
(z —1)?

> 0 qui est toujours vraie quand x > 0.



1. (a) Montrer que f est dérivable sur |0, +oo| puis calculer sa dérivée.

f est formée par des opérations élémentaires (produit, inverse, somme et composée) qui préservent la
dérivabilité des fonctions sur leurs domaines de définition. Elle est par conséquent dérivable sur |0, +oo[.
(0.5 point).

Rappelons que (arg ch(6(z))) = % donc,

Ve e 10,400, f(x) = 1 <1 _ %) : 2

2 x 2 — 1|

: ~1 5 0<z<1 ,
Vo € ]0,400], f(x):{ 1% 2> (1 point).

b. En utilisant la question 3, simplifier ’expression de f.

On sait de la question 3 que:

Yy > 1, argch(y) = In(y + /y? — 1).

- 1 1y _ )
Ainsi, en posant 3 (:U + 5) =y, on trouve:

On obtient:

2 —1
2x

H .(0.5point).

Comme z > 0, il suffit donc de distinguer lescas x > 1et 0 < x < 1.

e Siz>1, f(x)=In [% + ””22;1} = Inx.

e Si0<x <1, f(z)= [”i:l + %} = ln% = —Inx.

Puisque Inz est positif si x > 1 et négatif si 0 < z < 1, nous pouvons rassembler les deux cas comme suit:

Vo >0, f(xz) = |lnz|.(0.5point).



Exercice 2 : (07 pts)

1. Nous pouvons utiliser la formule de Mc-Laurin-Young pour trouver le DL3(0) de la fonction

1
14z

z— g(z)

car elle est C°(R\{—1}) (en particulier C*(R\{—1})). Son DL étant unique, il coincide avec la formule
de Taylor (en l'occurrence Mc-Laurin) - Young.

Donc,
() = — = g(0) =1
xTr) = =
g 1+ g
W= =g 0)=-1
g (1+x)2 g .
€Tr) = :} =
g (1+ x6)3 g
(3) - (3) - _
g\(x) = = g\ (0) = —6
@)= =900
Formule de Mc-Laurin-Young avec notation de Landau:
/ 0 " 0 (3) O
g(x) = g¢g(0)+ gl(l )m 47 2<| )a:2 + 7 3‘( )a:3 + o(2*)(1 point)
3
ou 1m2%) _ g
x—0 [E3
Ce qui donne:
T2 = 1 -2+ 2% — 2+ 0(2*)(0.25 point)
1
2. En déduire le DL3(0) de la fonction : f(z) = 5o
61’

Comme le DL3(0) de la fonction x — e* est donné par :

. r 2 P 3 .
e :1+ﬁ+§+§+o(x )(0.5 point)
On aura :
1
f@) =
B 1
14+ 14+ 2+ 2 + 2 +0(a3)]

1
= 0.5 point
2+x+"§+%+o(:c3)( )

1°*¢ méthode: Changement de variables:



1
f<x):2[1+§+%+f—§+o(x3)]

On pose X = 3 + % + f—; + o(23).(0.25 point). Le voisinage est inchangé puisque:

limX =0 (0.25 point)

x—0

Donc : f(X) =

FX) = % - X+ X7~ X 4 o(X%)]

Nous devons calculer X? et X3 en suivant la régle de calcul des DLs : tronquer les ordres supérieurs &
I'ordre demandé (en 'occurrence 3 ici).

i 2 :133 T 1‘2 $3
X2 — s i 3 el - - 3
(2+ +12+o(:c)) <2+4—|—12+0(x))

+ 0(2*)(0.25 point)

3
% + 0(2*)(0.25 point)

e
Il

On remplace dans ’expression de f :

1 r x> 28 a? 2 z’
N P - - 3 L L 3 I i 3 3
f(x) 2[ <2+4+12+0(x))+<4+4+0(x)) <8—|—0(:U))+0(:C)]
1 x 23 3y A 1 o(x?) .
= 5-7 + b + o(z2*).0u 71613(1) e 0.(1 point)

2°"¢ méthode : Division euclidienne suivant les puissances croissantes:

1 i 24z + 2 + 2 4 o(z?)

1 —1|— %x—l— %xz —;% T — 10+ 50 +o(z?)

jlﬁx _171% 2, (2 points)
1?1'34‘ 2T — 37T

3,

ﬁl’

w

Donc, f(z)=3—%+ % + o(2*).0U limo(;’f) =0.

8 z—0

(8

3. En utilisant ce qui précéde, déterminer (A) Pasymptote au voisinage de +o00 au graphe (I") de la fonction

T
F(z) = l—l’ ainsi que sa position par rapport a ce graphe.
€x

x est au voisinage de +00 maintenant.

Méthode 1 : On pose

1
t=—, lim ¢ =0(0.25 point)
x

r——+00



T

F(xr) = 1
1+ e=
1 1
F(=) = ——
(t) t(1+et)
1/1 1 1
= “(=—Zt+ =340
t<2 gt o ))
S S I (t*)(0.25 point)
= — — = — . 1mn
o 4 48 ¢ pe
Donc :
z 11 1 o a1 .
F(z) = 571 + 1522 +o0 (?) ,Ou ilir(l)x O(P) = 0.(0.25 point)
Puisque:

. z 1 ) 1 1 .
IETOO [F(m) - (5 - 1)] = IEIJPOO [48x2 +o0 (;)} = 0(0.25 point)

Alors la droite (A) d’équation y = £— 1 est une asymptote oblique au graphe (I') de F en +00.(0.25 point)

Et puisque F(z) — (£ — 1) = 55 > 0 au voisinage de (+00)(0.25 point), alors (T') est au-dessus de
(A).(0.25 point)

Méthode 2 : (rappelons que = est au voisinage de +0o maintenant).

F(J:) = 1
1+4+e
F 1
L Fa) _(0.25 point)
x (14 ev)

Donc, d’aprés ce qui précede

@ = %— (i) + (ii)% +o0 ((i) ) .(0.5 point)

Alors la droite (A) d’équation y = £—1 est une asymptote oblique au graphe (I') de F' en +00.(0.25 point)

Et puisque F(z) — (£ — ;) = 15z > 0 au voisinage de (+00)(0.25 point), alors (T') est au-dessus de
(A).(0.25 point)




