Faculté des sciences — Dépts- Maths - Informatique.

Module : Algébre 2 / Contréle continu.
lére Année MI-L1ING -L1 INFO 2022-2023. (Durée : 1H30 mn).

N.B. L'USAGE DE L& CALCULATRICE EST STRICTEMENT INTERDIT.
EXERCICE 01 : (05 POINTS)

On munit E = R* X R de la loi * définie par :

V(e y), (X,y) €E (x,y) » X,y) = (xx',xy" +x'y).
Montrer que (E,*) est un groupe commutatif.
EXERCICE 02 : (07 POINTS)
Décomposer en éléments simples dans R, la fraction rationnelle
suivante :

x® — 4x° + 10x* — 20x3 + 25x%2 —16x + 5
(x —1D*(x?+4) '

EXERCICE 03 : (08 POINTS)

(1) Lesensembles suivants sont-ils des sous-espaces vectoriels de
E?
a)F ={(x,y,z) ER3,2x+y—7z=0}avecE = R3.
b) G = {P € E/P'(0) = 0},avec
E = R;[X](ensemble des polynomes de degré < 3).

(2) Dans chaque cas vérifier si les vecteurs engendrent E ou non ?
a.) E = R3: Vl = (1,2,3), V2 = (3,_1,4‘) et V3 = (5,2,5)

b)E =R3[X]: P,=1-—X,P, =3X +5X%,P;=—-X+ X%+ 6X3
et P, = 5X?% + 2X3.

OE=R3[X]: P,=7—X,P,=X+5X%etP; =—-X+X*>+7X3



BON COURAGE



Controle continu Algébre 2 - MI -L1 INFO - L1 ING
2022-2023. Durée : 1H30mn.
L’usage de la calculatrice est strictement interdit.

Exercice 01 : (5 points) On munit F = R* x R de la loi * définie par :

V(z,y), (@ y) € B, (x,y)* (2, y) = (za 2y +2y).

Vérifier si (E, *) est un groupe commutatif ou non?
1) Vérifions que * est interne dans E :

On a:

V(z,y), (@) € E(zy)*(@y)=(2a',2y +2'y) € E(0.5 point)
car vz’ # 0.(0.25 point )

(2) Vérifions que * est commutative :

V(z.y), (@y) € E (z,y)*(y)=(za, 2y +2'y)
= (@'z, 2’y +azy) = (2',y) * (x,y) (0.5 point)

(3) Vérifions que * est associative :

* est associative dans E & V(z,y), (@',y), (",y") € E,[(z,y) * (2',¢")] * (2", 3")
= (z,y)*[(@",y) * (2",y")] (0.25 point)

V(z,y), @ y), («"y") e E,[(x,y)* (' y)] (", y")
= (za' 2y’ 4+ 2'y) * (2", y")

1,1

= (z2'2" zx'y" + 2" (zy + 2'y))

",/

= (z2'2" zx’y" + 2" 2y’ + 2"2'y) ...(1)(0.75 point)

V(z,y), (@y), (") € E (z,y) [ y)* " y")
y) (.’L‘/.’L‘N m/y// + m//y/)
5[,'/:[;// T (:L_/y// _"_ m//y/) + :I,'/.(L'I/y)
xz'z" xa'y" + "2y + 2"2'y) ...(2)(0.75 point)

(z,
= (z
(
(1) = (2) = * est associative dans E.
(4) L’existence de I’élément neutre :

(e1,e2) est un élément neutre pour * dans E

& V(z,y) € E,(z,y) * (e1,e2) = (z,y) car * est commutative.(0.25 point)

(z,y) * (e1,62) = (z,y) & (ze1,ze2 + e1y)
= (e1,e2) = (1,0) € E(0.75 point)



(5) L’existence de I’élément symétrique pour chaque élément de E :
(2',y') est I'élément symétrique de (x,y) signifie :

(z,y)* (2',y") = (e1,e2) =(1,0)(0.25 point)
= (xz',zy +2'y) = (1,0)
/
= x’:fety’:—ﬁ:—i2
T T T
1
= (2,y) = (m’ —;) € E et existe car z # 0.(0.75 point)

Conclusion :
(E, %) est un groupe commutatif.

Exercice 02 : (7 points)
Décomposer en éléments simples la fraction rationnelle suivante :

28 — 425 + 102* — 202% + 2522 — 162+ 5
(z—1)* (22 +4) '

fz) =

On a:

(x —1)* (2® +4) = 25 — 42° + 102" — 202® + 252% — 162 + 4.(0.75 point)

Alors :
(@) 28 — 425 + 102 — 2023 + 2522 — 16z +4 + 1
€T =
(2D (@ +4)
1+ ! (0.5 point)
= .5 point),
(@ —1)* (2% + 4)
de plus :
1 « « « «@ asT + « .
= L= 4 LENEE % (0.5 point)

(z-1'@2+4) (@-1 @-1° (@-1° (@-1)" 2>+4
Onpose: y=x—1=x=y+ 1, donc on trouve :

1 1

(w+1)?+4] SHWHY

1 542y +y°
(L 3y +5y)
2y + 2y’

—(—%y—%yz—%y?’) 1 2 9 .2 8 .3
9,27 72,3 5~ 259 T 15y T sasY
227 )" W s

—(z59 8+%75@/)

1259
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ce qui omplique que :

o) = 6;;5’0[2 = %5,043 = —22—5,a4 = %.(0.75 point x 4)
De plus :
lim asz +ag = lim %(0.5 point)
r—2i r—2i (37 _ 1)
= 205+ ag = 1 3 L 3
(20)" — 4(20)° +6(20)% — 4(2i) + 1
= 2ias o = - 1 . = 1 .:_L_iz_
16+320 —24—-8i+1 —74 243 625 625
12 7 .
a5 = —or et ag = —@.(0.5 point x 2)

Exercice 03 : (8 points)
(1) (1) Les ensembles suivants sont-ils des sous-espaces vectoriels?
a) By ={(z,y,2) eR¥/2z +y —42=0}.
E, = {(x,y,z) eER3/y = —2x+4z}
= {(z,—2x+4z,2),z,z € R}.
al) (0.5 point) (0,0,0) = (0,—2x 044 x 0,0) € E; = E; # 0.
a2) (0.5 point) VVi = (z1, —2x1 + 421, 21), Vo = (w2, —2x2 + 429, 29) € E}

Vi+Vy= 1’1+1}2,72 1 +axo | +4 | 21+ 22 , 21+ 29 c Fi.
—_—— ~—— ~—— ——
X X A A

a3) (0.5 point) Va € R,VV = (z, -2z +4z2,2) € Ey :

aV=| ar,-2ar +4az, az | € F4
~—~— —~— " "~
X X z z

Conclusion : E; est un sous-espace vectoriel de FEj.
b) By = {P € R3[X] (ensemble des polynémes de degré < 3/ P'(0) =0} .
bl) (0.5 point) Pour le polynéme nul Py (X) =0,VX € R, on a :

P6(0)202>P0€E2:>E27é@.

b2) (0.5 point) Soient P; et Py € Ey alors :

(P, + Py) (0) = P|(0) + Py (0) =0= P, + P; € Es.

24 .



b3) (0.5 point) Soient P € F3 et a € R alors:
(@P) (0) = a [(P)' (0)] = 0= aP € E,.
Conclusion :

Es est un sous-espace vectoriel de Rz [X].

(3) Dans chaque cas vérifier si les vecteurs engendrent E ou non?

a) (2 points) Dans E =R3:V; = (1,2,3),Va = (3,—1,4) et V3 = (5,2,5).

Puisque :

dim E = 3 = card{V1, Vs, V3},
alors si les vecteurs sont libres donc c’est une base, ce qui implique que
{V1, V2, V3} engendre E. En effet :

a1Vi + asVa + a3V3 = (0,0,0)

= (041 + 3as + bag, 2c7 — as + 2a3, 3y + dag + 5043) = (0, 0, 0)

a1 + 3ag + 5asz = 0...(1)
= 201 — ag + 2a3 = 0...(2)
3a1 + 4as + bag = 0(3)

3)—-(1) = 2a1+a2=0..(4)
2% (3)=5x(2) = —dag+ 13as =0...(5)

2x 4+ () = 15a2=0
= a3y =0,a1 =0et ag =0,
ce qui implique que les vecteurs sont libres donc engendrent R>.
b) (2 points) Dans E = R3[X]: P, = 7,Po =2+ X, P3 = X —8X?2+5X3 et Py, =

2X? 4+ 3X3.
dlng[X] =4= Ca’f‘d{Pl,P27P3,P4} 5
donc il suffit de vérifier si elle est libre, ce qui permet de dire que les

vecteurs forment une base donc engendrent R3[X]. En effet :

O[1P1+Ck2P2+053P3+0[4P4:0

= (N +a(2+X)+as (X —8X*+5X%) + ay (2X* 4+ 3X°) =0

3ay + 5ag =0...(1)

204 — 8ag = 0...(2)
Qa3 + g = 0(3)

Tag + 20 = 0(4)

2X(1)—3X(2) = HMaz3=0=>a3=0=>a3=0=>a=0=0a; =0,

ce qui implique que les vecteurs sont libres donc engendrent R3[X].



c) (1 point) Dans E =R3[X]: P =7,P, =8+ X, P3 =X —3X?+5X3.

Puisque :
CG/I"d{Pl,PQ,Pg} =3< dlng[X} =4,

alors les vecteurs ne engendrent pas Rs[X].

Bon courage.



	CC algèbre 2 2022-2023
	CC algèbre 2 2022-2023 Le corrigé

