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ANALYSE I, TD 4
Fonctions réelles d’une variable réel: Limite et Continuité

Exercice 1. Déterminer si les expressions suivantes sont des fonctions ou pas

� f1 est définie par f1.x/2 C cos.x/ D 0.
� f2 est définie par f2.x/3 C e2xC1 D 0.

Exercice 2. Déterminer le domaine de définition des fonctions suivantes

x C 1

x4 � x2 C 1
; cos

�
1

1 � ex2

�
;

sin.x/

cos.2x/
;

p
1 � 2 sin.2x/ ;

1

e2x C ex � 1
;

q
cos.x/2 C cos.x/C 1 ; ln .1 � sin.x// :

Exercice 3. On utilisant la définition de la limite, montrer que

Lim
x!0

1

1C x
D 1; Lim

x!0
x cos

�
1

x

�
D 0; Lim

x!2

1

.x � 2/2
D C1; Lim

x!0

E.x/

x
D 0:

Exercice 4. Soit f et g deux fonctions définies sur v D�x0�aI x0CaŒ tel que a > 0, f bornée sur v et Lim
x!x0

g.x/ D 0.

Montrer que
Lim

x!x0

f .x/g.x/ D 0:

Exercice 5. Soit f et g deux fonctions réelles d’une variable réel, on note par Df (respectivement Dg ) le domaine de
définition de la fonction f (respectivement de g). On suppose qu’il existe a; b 2 R tel que a < b et �aI bŒ� Df \Dg .
Soit x0 2�aI bŒ et l1; l2 2 R tel que

Lim
x!x0

f .x/ D l1; Lim
x!x0

g.x/ D l2:

Montrer que

Lim
x!x0

f .x/C g.x/ D l1 C l2; Lim
x!x0

f .x/g.x/ D l1l2:

Exercice 6. Calculer la limite des fonction suivante

Lim
x!3

1

2x � 6
; Lim

x!0

�
1C

1
p

x

�
.x � 3/; Lim

x!3

1 � 4x

x � 3
; Lim

x!3

x3

4 � 2x
; Lim

x!C1

p
x C 2 � 3x

x
;

Lim
x!�1

2x C 5
p
�x

; Lim
x!C1

E
�

1

x

�
ln.x/; Lim

x!C1

E.x/

E.2x/
; Lim

x!C1

p
x � 1 �

p
x C 1 ; Lim

x!0

r
1

x2
� 1 �

1

x

Lim
x!0

x2 sin
�
ex
C ln.x/

�
; Lim

x!C1
e2x
� ex; Lim

x!C1

xex C 2ex � 5

ex � 3
; Lim

x!C1

x2 C x sin.x/

x2 C x cos.x/
:
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Exercice 7. Étudier la continuité des fonction suivante

f .x/ D

8̂̂<̂
:̂

xE
�

1

x

�
si x ¤ 0;

1 si x D 0:

; g.x/ D

8̂̂̂̂
<̂
ˆ̂̂:

x2 � 1
p

x � 1
si x � 1;

4
sin.x � 1/

x � 1
si x < 1:

Exercice 8. Soit la fonction f définie par

f .x/ D E.x/C
p

x � E.x/

1. Déterminer le domaine de définition de la fonction f .
2. Étudier la monotonie de la fonction f .
3. Étudier la continuité de f en x0 2 Z.
4. Étudier la continuité de f en x0 2 R n Z.
5. Calculer la limite de f lorsque x tend versC1.

Exercice 9. Étudier le prolongement par continuité sur R des fonction suivante

f .x/ D
sin.x/

x
; g.x/ D

x.x � 1/
p

x � 1 �
p

x
; h.x/ D

sin.x/
p

x � x

k.x/ D

8̂̂̂<̂
ˆ̂:

ln.x/

x � 1
si x > 1;

sin.x � 1/

x � 1
si x < 1:

; l.x/ D

8̂̂̂<̂
ˆ̂:

cos.x/ � 1

x
si x > 0;

ex � 1

x
si x < 0:

Exercice 10. Soit f une fonction continue définie sur R tel que

Lim
x!�1

f .x/ D l1 2 R; Lim
x!C1

f .x/ D l2 2 R:

Montrer que f est bornée sur R.

Exercice 11. Montrer que tout polynôme réel à coefficient réel de degré impaire admet une racine dans R.

Exercice 12. Soit f une fonction bornée continue définie sur ŒaI b� à valeur dans ŒaI b�. Monter que si il existe m 2 N�
tel que la fonction

g D f n
D

n




kD1

f D f ı � � � ı f™
n � fois

est contractante, alors f admet un unique point fixe.


