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ANALYSE I, TD 1

Les Nombres Réels

Exercice 1.
e Soit x € R, montrer que
Ve>0: |x|<e=x=0.

e Montrer que [x 4+ y| = |x| + || si et seulement si x, y sont de méme signe.
e Montrer que |[x — y| = |x —z| 4+ |z — y| sietseulementsix <z <youy <z < x.

Exercice 2.

e Soit n € N premier supérieur ou égale 2. Montrer que /7 est un nombre irrationnel.
e Montrer que v/2 + /3 et ¥/5 — /3 ne sont pas des rationnels.

e Soient x € R, (a,b,c,d) € Q* tels que x ¢ Q et ad — bc # 0. Montrer que

ax+b
cx+d

¢ Q.

Exercice 3.

e Montrer que si a est un nombre premier alors /a ¢ Q.
e Soienta,a’ € Q et b, b’ deux nombre premier. Montrer que sia + v/b =a’ + /b’ alorsa =a’ eth =b'.

Exercice 4. Soitn, p € Ntelquen > petr € R\ {1}. Montrer que

n
1 — rn_p+1
—r
k=p

Exercice 5. Pour k,n € Net x € R4 on défini C,f et ¥/x par

k_n—' n _ 1/n
= R Vo=,

e Montrer la formule du bindme de Newton exprimée par
n
Va.beR, VneN*\{l}: (a+b)" =) CFa*p'*
=0
e Montrer que
Vx,yeRy, VaneN*\{1}: Vx+y <¥Ux+1/y.

Exercice 6. Montrer que

1
Vn e N* : Vn+1—n < ——= <n—~n—1.
2/n
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Déduire la valeur de la partie enticre de
102k

1 1
Ye = 5 =
57
Exercice 7. Soit x €]1; +o00[, monter que
2 2
WY B (B
X X x—1 x—1

Exercice 8. Déterminer la borne supérieur, la borne inférieure, le maximum et le minimum des I’ensembles suivantes :

D"

n+1

2n + (="
n+1

A:{—1+ , neN}, 3:{ , neN7.

Exercice 9.

e Montrer que tout sous ensemble d’un ensemble majoré (respectivement minoré) est majoré (respectivement mi-
noreé).

e Montrer que I’union d’une famille finie de sous ensembles majorés (respectivement minorés) est majorée (respec-
tivement minorée).

e Donner un exemple d’une famille infinie de sous ensembles majorés (respectivement minorés) tel que leurs union
n’est pas majoré (respectivement n’est pas minoré).

e Montrer que I'intersection d’une famille quelconque de sous ensembles bornés est bornée.

Exercice 10. Soient A et B deux sous ensembles non vides majoré de R. On définie les ensembles suivants

A+B = {x=a+b; acAbeB}, A-B = {x=ab; ac A, beB},
—A = {x=—-a; acA}, A7l = {x=1/a; aeA}.

e Montrer que
Sup(A + B) = Sup(A) + Sup(B), Inf(—A) = —Sup(A4), Sup(4 U B) = Max {Sup(4), Sup(B)}.
e Dans le cas ou 0 ¢ A montrer que Inf(A~!) = [Sup(4)] .
Exercice 11. Soit I =]a; b[C R, montrer que
Vxel, Je>0: |x—gx+e¢[Cl.
Montrer que I’assertion suivante est fausse

de>0, Vxel: |Jx—gx+eg[Cl.



