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ANALYSE I, TD 1
Les Nombres Réels

Exercice 1.
� Soit x 2 R, montrer que

8" > 0 W jxj � " H) x D 0:

� Montrer que jx C yj D jxj C jyj si et seulement si x; y sont de même signe.
� Montrer que jx � yj D jx � zj C jz � yj si et seulement si x � z � y ou y � z � x.

Exercice 2.
� Soit n 2 N premier supérieur ou égale 2. Montrer que 2

p
n est un nombre irrationnel.

� Montrer que 2
p

2 C
2
p

3 et 3
p

5 �
2
p

3 ne sont pas des rationnels.
� Soient x 2 R, .a; b; c; d/ 2 Q4 tels que x … Q et ad � bc ¤ 0. Montrer que

ax C b

cx C d
… Q:

Exercice 3.
� Montrer que si a est un nombre premier alors

p
a … Q.

� Soient a; a0 2 Q et b; b0 deux nombre premier. Montrer que si aC
p

b D a0 C
p

b0 alors a D a0 et b D b0.

Exercice 4. Soit n; p 2 N tel que n > p et r 2 R n f1g. Montrer que

nX
kDp

rk
D rp 1 � rn�pC1

1 � r

Exercice 5. Pour k; n 2 N et x 2 RC on défini C k
n et n
p

x par

C k
n D

nŠ

kŠ.n � k/Š
; n
p

x D x1=n:

� Montrer la formule du binôme de Newton exprimée par

8a; b 2 R; 8n 2 N� n f1g W .aC b/n
D

nX
kD0

C k
n akbn�k :

� Montrer que
8x; y 2 RC; 8n 2 N� n f1g W n

p
x C y � n

p
x C n

p
y :

Exercice 6. Montrer que

8n 2 N� W
p

nC 1 �
p

n <
1

2
p

n
<
p

n �
p

n � 1 :
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Déduire la valeur de la partie entière de

yk D
1

2

102kX
jD1

1
p

j
:

Exercice 7. Soit x 2�1IC1Œ, monter que�
Œx�

x

�2

�
Œx�

x
;

�
Œx�

x � 1

�2

>
Œx�

x � 1
:

Exercice 8. Déterminer la borne supérieur, la borne inférieure, le maximum et le minimum des l’ensembles suivantes :

A D

�
�1C

.�1/n

nC 1
; n 2 N

�
; B D

�
2nC .�1/n

nC 1
; n 2 N

�
:

Exercice 9.
� Montrer que tout sous ensemble d’un ensemble majoré (respectivement minoré) est majoré (respectivement mi-

noré).
� Montrer que l’union d’une famille finie de sous ensembles majorés (respectivement minorés) est majorée (respec-

tivement minorée).
� Donner un exemple d’une famille infinie de sous ensembles majorés (respectivement minorés) tel que leurs union

n’est pas majoré (respectivement n’est pas minoré).
� Montrer que l’intersection d’une famille quelconque de sous ensembles bornés est bornée.

Exercice 10. Soient A et B deux sous ensembles non vides majoré de R. On définie les ensembles suivants

AC B D fx D aC bI a 2 A; b 2 Bg ; A � B D fx D abI a 2 A; b 2 Bg ;

�A D fx D �aI a 2 Ag ; A�1 D fx D 1=aI a 2 Ag :

� Montrer que

Sup.AC B/ D Sup.A/C Sup.B/; Inf.�A/ D �Sup.A/; Sup.A [ B/ D Max fSup.A/; Sup.B/g :

� Dans le cas ou 0 … A montrer que Inf.A�1/ D ŒSup.A/��1.

Exercice 11. Soit I D�aI bŒ� R, montrer que

8x 2 I; 9 " > 0 W �x � "I x C "Œ� I:

Montrer que l’assertion suivante est fausse

9 " > 0; 8x 2 I W �x � "I x C "Œ� I:


