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ANALYSE |
Epreuve Final Du Premier Semestre

Durée: 01h30 — Coefficient: 60% — Usage des documents et d’outils du calculs est interdit

Exercice 1 ( 06,50 pts ). Déterminer la borne supérieur, la borne inférieure, le maximum et le minimum des 1’en-
sembles suivantes :

=n"
n+1"’

2n + (—1)"

A= -1+
n—+1

, neN

nGN}, Bz%

Exercice 2 (05,50 pts ). Soit ¢ € C tel que [c| < 1.
e Montrer que
lz+c|<|l4+cz| < |z| < 1.

e Soit D le disque de centre zéro et de rayon un et C le cercle du centre zéro et de rayon un. On définit 1’application
f de C dans C par

Montrer que f est une application de D dans D satisfait f(C) C C.

Exercice 3 (05 pts ). Soit r € R} eta €] —m, +7[.

e Déterminer les solutions z; et z; de I’équation
22 —2rcos(a)z + r?2 = 0.
e Calculer, pour tout entier n € N*, le nombre P, défini par

n n

Exercice 4 (03 pts ). Soit la suite (1), définie par

1 2
VneN: u = -u ,
n+1 2n+3un

M0:2.

e Montre que pour toutn € Non a u, > 2/«/5.
e Montrer que (1), est une suite décroissante.
e Montrer que (1, )5 est une suite convergente et calculer ca limite.
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ANALYSE I
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Durée: 01h30 — Coefficient: 60% — Usage des documents et d’outils du calculs est interdit

Exercice 1 (06,50 pts ). Détermination de la borne supérieur, la borne inférieure, le maximum et le minimum

—1N"
e Pour A = { -1+ ( +)1, neN } : L’ensemble 4 peut étre exprimer par
n
1 1
= { -1 , eN; U {—-1- , eN¢ . 100,25 pt
A= T P Y g et - [
=A = A

La fonction fij(n) = —1 + est croissante sur N, donc

2p+1

Inf Ay = Lim fi(n) = -1 , Sup A; = f1(0) =0,
MinA; =A , Max A; = SupCy = 0.
1

La fonction fo(n) = —1 — 5

et donc

5 est décroissante sur N, donc

3
Inf Ay = />(0) = =3 [0025pt] SupAp = Lim fo(n) =~1. [00.25pt

et donc

Mind = > [0025pt Max A =2

Conclusion :

Sup A = Max{Sup Ay,Sup A2} = SupA; =0 [00,25pt|, Max A =Max.A; =0, |00,25pt
. 3 :
Inf A = Min{Inf A;,Inf Ay} = Inf A, = — 00,25 pt| Min A =A. |00,25 pt

2n + (—1)"

oPourlS’:{
n—+1

, neN } : L’ensemble B peut étre exprimer par

4p +1 4p +1
B = , eNl U , eN 00,25 pt
V2t penfuls. pen| [0asp]

— —

=B =B,
La fonction g1 (x) = P est croissante car g (x) = m > 0, d’ou
InfBy = g1(0) =1 [0025pt], SupBy = Lim gi(p)=2.
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et donc

MinBB; =1 , Max By = A.

La fonction g (x) = est croissante car g5(x) = > 0,d’ou

6
(2x + 2)?

1
Inf By = g2(0) = 3 00,25 pt|, SupB, = pI_;iJrrnoo g2(p) =2. 100,25 pt

X
2x + 2

et donc

MinB, = [0025pt, MaxBy =2

Conclusion :

Sup B = Max{Sup B1,Sup B} = SupB; =2 |00,25pt, MaxB =4, |00,25pt
. 1 . 1
Inf B = Min{Inf B1,Inf B,} = Inf B, = 3 00,25 pt|, MinB = 3 00,25 pt

Exercice 2 (05,50 pts ). Soit ¢ € C tel que |c| < 1.
e On montre que |z + ¢| < |1 4+ ¢z| si et seulement si |z| < 1. <— 102,00 pt

Iz +c|* < |1 +7cz)?
z+co)z+0)=(U+cz)(1+c2)
zZz4+zc+cz+cc<l+cz+4+cz+czcz
212 + [el> < T+ ez

2P0 =el?) < 1—|cf?

T

On utilise le fait que |c| < 1
\
B

|z] <1

|z +c| <|1+7cz|

1reee

11

e Soit D le disque de centre zéro et de rayon un et C le cercle du centre zéro et de rayon un. On définit 1’application
f de C dans C par

zZ+c
1@ = 1+cz
— On montre que f est une application de D dans D : <«— 101,50 pt
On a déja monter que |z 4+ ¢| < |1 + ¢z] si et seulement si |z| < 1 ce qui donne

z+c

1+cz

— ’

zl =1 = |f(2)| =

donc f est une application de D dans D.
— On montre que f satisfait f(C) C C: «—1{02,00 pt

Soit w € f(C) doncil existe z € C tel que w = f(z) = 1Z+—_c, ce qui donne
cz

zZ+c
1+cz

2_ |z + c|? _ (z+o@EZ+c)  zZt+cc+ze+cz

2 = —_— —_— —_—
[l [1+cz]2 (A+cz2)(d+cz) 1+4+czZ+cz+czez

on utilise le fait que z € C, donc zZ = |z|?> = 1, ce qui donne
w|? = l+ccH+zc+cz
l1+cz+4+cz+cc
alors w € C et donc pour tout w € f(C)onaw € C,donc f(C) CC.

=1,




Analyse I, L1. Tc. Maths. Inform., année universitaire 2022 — 2023 3/3

Exercice 3 (05 pts ). Soit r € R eta €] — m, +7[.

e Détermination de z; et z5 les solution de 1’équation
22 —2rcos(a)z + r? = 0.
L’équation en question est un polyndme de degré deux avec un discriminant

A = 4r?(cosa)? — 4r? = —4r%(sinw)? < 0, <«— 101,00 pt

donc elle admet deux solution

2rcosa + 2irsina i

z1 = 5 =re™, 101,00 pt
2rcosa — 2irsina —ia

zp = 7 =re %, (01,00 pt

e Le Calcul du nombre P, = z§ + zJ pour tout entier n € N* :
2} + 25 = 2r" cos(nw). «— 102,00 pt

Exercice 4 ( 03 pts ). Soit la suite (1), définie par

1 2
VneN: upy1 = -up+ , Uy = 2.
2 3uy
e On montre que pour tout 7 € Non au, > 2/+/3 : <«— 00,50 pt

Par récurrence sur I’entier n € N
— Pourn =0onaug=2> 2/\/§.

1 2
— On suppose que u, > 2/+/3 : Soit la fonction f(x) = %+ 5o ona
X

Vx >2/4/3 f’(x)z%—%z%(xz—g):x—lz(x—%)(x+%)>0

donc la fonction f est croissante ce qui donne f(u,) > (2/+/3) = 2/+/3 etdonc u, 11 > 2//3.
— Conclusion : Pour toutn € Nonau, > 2//3.

e On montre que (45), est une suite décroissante : <«— 00,50 pt

Lo, 2 1 [, 4 1 2 i
u —Up = —=U =— u,—=|=—7—un——>) |« — .
e R TS 2u, \" 3 2u, \ " B\

ceci avec le fait que u, > 2/+/3 on obtient u, 1 — u, < 0, donc la suite (i,), est une suite décroissante.

e La convergence de (up)y : <— 02,00 pt

La suite (1), est une suite décroissante minorée donc elle converge, on pose Lim u, = [ ceci avec la relation
n——+o0o
1

Un+1 = Eun +

1 2 2
donne [ = El + —,doul = —.

3l /3

Un
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