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Département des Mathématiques
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Exercice 1 ( 04 pts ). Soient n 2 N� et a1; � � � ; an 2 R�
C

. Montrer par récurrence que

.a1 C a2 C � � � C an/

�
1

a1
C

1

a2
C � � � C

1

an

�
� n2:

Exercice 2 ( 04 pts ).
� Soit ˛; ˇ 2 R. Montrer que si E.˛/ D E.ˇ/ alors j˛ � ˇj 2 Œ0I 1Œ.
� Soit x 2 R, montrer que

E
�x
2

�
C E

�
x C 1

2

�
D E.x/:

� Résoudre dans R l’équation suivante
E
�x
2
C 1

�
C x � 2 D 0:

Exercice 3 ( 04 pts ). Soit le sous ensemble A de R défini par

A D
(
x 2 R W

.E.x//2

E.x/C 2
� 1; E.x/ < 4

)
:

� En utilisant la caractérisation de la borne inférieure et de la borne supérieure, déterminer Sup.A/ et Inf.A/.
� Déterminer, s’il existe, l’élément maximale et l’élément minimale de l’ensemble A.

Exercice 4 ( 04 pts ). Donner la forme algébrique et trigonométrique des solutions de l’équation suivante

z4
C
p
2 z2
C 1 D 0:

Exercice 5 ( 04 pts ). Soit z1 et z2 deux nombres complexes, montrer que

jz1 C z2j
2
C jz1 � z2j

2
D 2

�
jz1j

2
C jz2j

2
�
:
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Exercice 1 ( 04 pts ). Soient n 2 N� et a1; � � � ; an 2 R�
C

. On montrer par récurrence que

P.n/ D .a1 C a2 C � � � C an/

�
1

a1
C

1

a2
C � � � C

1

an

�
� n2 D Q.n/:

��� Pour n D 1 : On a P.1/ D 1 et Q.1/ D 1 donc P.1/ � Q.1/.
��� On suppose que P.n/ � Q.n/ :

P.nC 1/ D .a1 C a2 C � � � C an C anC1/

�
1

a1
C

1

a2
C � � � C

1

an
C

1

anC1

�
D .a1 C a2 C � � � C an/

�
1

a1
C

1

a2
C � � � C

1

an

�
C

anC1

�
1

a1
C

1

a2
C � � � C

1

an

�
C

.a1 C a2 C � � � C an/
1

anC1
C 1

D P.n/C 1C

�
anC1

a1
C � � � C

anC1

an

�
C

�
a1

anC1
C � � � C

an

anC1

�
D P.n/C 1C

�
anC1

a1
C

a1

anC1

�
C � � � C

�
anC1

an
C

an

anC1

�
P.nC 1/ D P.n/C 1C

 
a2nC1 C a

2
1

a1anC1

!
C � � � C

 
a2nC1 C a

2
n

ananC1

!
: (1)

Or, pour ˛; ˇ 2 R�
C

on a .˛ � ˇ/2 � 0, donc .˛2 C ˇ2/=˛ˇ � 2. Ceci transforme (1) en

P.nC 1/ D P.n/”
� n2

C1C

 
a2nC1 C a

2
1

a1anC1

!
›

� 2

C � � � C

 
a2nC1 C a

2
n

ananC1

!
›

� 2

� n2 C 1C 2n D .nC 1/2:

��� Conclusion : n 2 N� et a1; � � � ; an 2 R�
C

on a

P.n/ D .a1 C a2 C � � � C an/

�
1

a1
C

1

a2
C � � � C

1

an

�
� n2 D Q.n/:
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Exercice 2 ( 04 pts ).
� Soit ˛; ˇ 2 R, tel que E.˛/ D E.ˇ/.  � 01.00 pt

On a
E.˛/ � ˛ < E.˛/C 1; E.ˇ/ � ˇ < E.ˇ/C 1;

ce qui donne
E.˛/ � ˛ < E.˛/C 1; �E.ˇ/ � 1 < ˇ � �E.ˇ/;

d’où
E.˛/ � E.ˇ/ � 1 < ˛ � ˇ < E.˛/C 1 � E.ˇ/;

on utilise le fait que E.˛/ D E.ˇ/, on obtient �1 < ˛ � ˇ < 1 ce qui donne que j˛ � ˇj 2 Œ0I 1Œ.
� Soit x 2 R, On montre que

E
�x
2

�
C E

�
x C 1

2

�
D E.x/:

��� Si E.x/ D 2n avec n 2 Z :  � 01.00 pt
On obtient

2n � x < 2nC 1

donc
n �

x

2
< nC

1

2
; nC

1

2
�
x C 1

2
< nC 1;

et donc
n �

x

2
< nC 1; n �

x C 1

2
< nC 1;

ce qui donne que

E
�x
2

�
D n; E

�
x C 1

2

�
D n;

et donc

E
�x
2

�
C E

�
x C 1

2

�
D 2n D E.x/:

��� Si E.x/ D 2nC 1 avec n 2 Z :  � 01.00 pt
On obtient

2nC 1 � x < 2nC 2

donc
nC

1

2
�
x

2
< nC 1; nC 1 �

x C 1

2
< nC

3

2
;

donc
n �

x

2
< nC 1; nC 1 �

x C 1

2
< .nC 1/C 1;

d’où

E
�x
2

�
D n; E

�
x C 1

2

�
D nC 1;

donc

E
�x
2

�
C E

�
x C 1

2

�
D 2nC 1 D E.x/:

� Résolution de l’équation :  � 01.00 pt

E
�x
2
C 1

�
C x � 2 D 0:

On a
x

2
< E

�x
2
C 1

�
�
x

2
C 1;

l’équation E
�x
2
C 1

�
C x � 2 D 0 donne E

�x
2
C 1

�
D 2 � x, d’où

x

2
< 2 � x �

x

2
C 1;

ce qui donne x=2 < 2 � x et 2 � x � x=2C 1, donc x 2 Œ2=3I 4=3Œ.
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Exercice 3 ( 04 pts ). Soit le sous ensemble A de R défini par

A D
(
x 2 R W

.E.x//2

E.x/C 2
� 1; E.x/ < 4

)
:

� Utilisation de la caractérisation de la borne inférieure et de la borne supérieure pour déterminer Sup.A/ et Inf.A/.

.E.x//2

E.x/C 2
� 1; E.x/ < 4 () .E.x//2 � E.x/ � 2 > 0; E.x/C 2 > 0; E.x/ < 4

()

�
E.x/ �

1

2

�2
�

�
1

2

�2
� 2 > 0; E.x/C 2 > 0; E.x/ < 4

()

�
E.x/ �

1

2

�2
>
9

4
; E.x/C 2 > 0; E.x/ < 4

() E.x/ �
1

2
2

�
�1I�

3

3

�
[

�
3

3
IC1

�
; E.x/C 2 > 0; E.x/ < 4

() E.x/ 2 ��1I�1Œ [ �2IC1Œ ; E.x/C 2 > 0; E.x/ < 4

() 2 < E.x/ < 4

() x 2�2I 4Œ:  � 01.00 pt

donc A D�2I 4Œ.
��� On montrer que Sup.A/ D 4 : On a

8" > 0; 9x 2 A W 4 � " < x;

il suffit de prendre x 2�4 � "I 4Œ\�2I 4Œ.  � 01.00 pt

��� On montrer que Inf.A/ D 2 : On a

8" > 0; 9x 2 A W 2C " > x;

il suffit de prendre x 2�2I 2C "Œ\�2I 4Œ.  � 01.00 pt

� Détermination de l’élément maximale et l’élément minimale de l’ensemble A :

��� Vu que Sup.A/ D 4 … A donc Max.A/ n’existe pas.  � 00.50 pt

��� Vu que Inf.A/ D 2 … A donc Min.A/ n’existe pas.  � 00.50 pt

Exercice 4 ( 04 pts ). La forme algébrique et trigonométrique des solutions de l’équation

z4 C
p
2 z2 C 1 D 0:

Dans un premier lieu on a

z4 C
p
2 z2 C 1 D

 
z2 C

p
2

2

!2
�

 p
2

2

!2
C 1 D

 
z2 C

p
2

2

!2
C
1

2

donc

z4 C
p
2 z2 C 1 D 0 ()

 
z2 C

p
2

2

!2
D �

1

2

() z2 C

p
2

2
D ˙i

p
2

2

() z2 D

p
2

2
.1˙ i/

donc z2 D e.1C2�k/i ou z2 D e.�1C2�k/i avec k 2 Z, d’où les racines de z4 C
p
2 z2 C 1 D 0 sont

z D e.1=2C�k/i ; ou z D e.�1=2C�k/i ; k 2 f0; 1g ;
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finalement

z1 D ei=2 D cos.1=2/C i sin.1=2/;  � 01.00 pt

z2 D e.1=2C�/i D cos.1=2C �/C i sin.1=2C �/ D � cos.1=2/ � i sin.1=2/;  � 01.00 pt

z3 D cos.�1=2/C i sin.�1=2/ D cos.1=2/ � i sin.1=2/;  � 01.00 pt

z4 D cos.�1=2C �/C i sin.�1=2C �/ D � cos.1=2/C i sin.1=2/:  � 01.00 pt

Exercice 5 ( 04 pts ). Soit z1 et z2 deux nombres complexes, on a

jz1 C z2j
2
C jz1 � z2j

2
D .z1 C z2/.z1 C z2/C .z1 � z2/.z1 � z2/

D .z1 C z2/.z1 C z2/C .z1 � z2/.z1 � z2/

D z1z1 C z1z2 C z2z1 C z2z2 C z1z1 � z1z2 � z2z1 C z2z2

D 2z1z1 C 2z2z2

D 2.jz1j
2
C jz2j

2/:
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