Faculté des sciences — Département de mathématiques.

Module : Algébre 1 / Contréle continu.
lére Année * Ml * 2022-2023. (Durée : 1H30 mn).

N.B. L'USAGE DES APPAREILLES ELECTRONIQUES EST STRICTEMENT INTERDIT.

EXERCICE 01 : (14 POINTS)
(1) (3 POINTS) Dresser la table de vérité de la proposition suivante :
(4): [R=P)=>Q]V[(Q < P)AR].
(2 (&4 POINTS) a) La proposition suivante est-elle vraie ou fausse ?
Justifier votre réponse.

n
(4) : Vx € R — {4} ,HTlEN,m+3>O.

b) Soit la proposition :
(B):VxE]R,VyEIC]R,\/m>y.
Donner le plus grand intervalle I ou la proposition (B) est vraie.
(3) (8 POINTS) Montrer par I’absurde que :
vneN ; Vn+1++vnéN.
(4) (& POINTS) Montrer que :

|AnCE=0etBnCs=0]=|AnCE =0
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EXERCICE 02 : (06 POINTS) Soit f definie par :

f:E-R

(1)  (0.75 point) Trouver E pour que f soit une application

(N’oubliez pas d’écrire la définition d’une application).

(2) (2 points) Calculer la dérivée et tracer le tableau des variations de
la fonction f.

(3) (1.5 point) f est-elle injective ? Surjective ? Justifier.

(N’oubliez pas d’écrire les deux définitions d’une application injective

et une application surjective).

(4) (0.75 point) Soit g une application définie par :
g:H—->K

X
ViZ+x—2

x> g(x) =

Donner un cas (des intervalles H et K) a partir du tableau des
variations ou g est bijective (Justifier votre reponse).

(5 (1 point) Trouver dans ce cas 1’application inverse.

BON COURAGE
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Le corrigé".

Question 01 : (3 points ) Soient P, et R trois propositions.
Dresser la table de vérité de la proposition suivante :

(A): [(R=P)=Q]VI[(Q@< P)AR].

On note par :

B): [(B=P)=qQ| et (C): [(@ P)AR].
PIQI|R|P|R|Q|E=P| Q&P (B)] ()] A
1 1 110 010 1 0 1 0 1
11701010 0 0 1 0 1
110 110 0|1 1 1 0 1 1
110 010 1|1 0 1 1 0 1
0|1 111 010 1 1 1 1 1
0|1 011 110 1 1 1 0 1
0|0 |1]1]0]1 1 0 0 0 0
010 0|1 111 1 0 0 0 0

Les 5 derniérs colonnes chacune — (0.5 point) + (0.5 point pour les
autres ensembles)

Question 02 : (4 points) La proposition est-elle vraie ou fausse ? Justifier votre réponse.
(A) ;vxeR_{4},3neN,L4+3>o.
T —

La proposition est vraie (0.25 point) car il suffit de prendre n = 0 (0.75
point).

(B): Ve e R,Vy e I CR, /a2 —yx > y.

Donner le plus grand intervalle I ot la proposition (B) est vraie.(3 points)
La racine est définie si :

2

zt—yx > 0.
2 —yr = 0<=za(x—y)=0
Siy > 0:—c0 + 0 — gy + + o0
ou
Siy < 0:t—=c0 + y — 0 + + 00

Alors dans les deux cas (B) n’est pas définie pour quelques € R sachant
que x est quelconque dans R.

Par suite le seul cas ou (B) est définie Vo € R est pour y = 0.



donc (B) est définie Vo € R si :
I={0}.

Mais dans ce cas la proposition est fausse pour z = 0.
Conclusion :
I n’existe pas pour que (B) soit vraie.

Question 03 : (3 points) Montrer par I'absurde que :

VvneN Vn+1+yvné¢N.

lére méthode : Par I'absurde on suppose que :

Ja € N,vVn+1++n=a (0.25 point)
(Vn+1+/n) (Vn+1-/n)
AT

= « (0.5 point)

= m = a € N (0.25 point)
= Vn+1—+n=1 (0.5 point)

= Vn+1=1++/x (0.5 point)

= n+1=14n+2yn (0.5 point)
= n = 0 contradiction. (0.5 point)

2 éme méthode : Par 'absurde on suppose que :
vn+l+yn = a€N=+n+1=a-+/n (0.5 point)

= n+1:(a—\/ﬁ)2:>n+1:a2—2a\/ﬁ+n
a?—1
=

1:a2—2a\/ﬁ$\f:
2x
(042—1)2 ot —2a%2+1
n = = ———m-

(0.5 point)

(0.5 point)

I

20 4o
4na’ = ot — 202 + 1
a* —(2+4n)a*+1=0(a,n € N), (0.5 point)

4o

Si on pose X = o?

,ona:
X2 —(244)X+1=0
A = (2+4n)®> —4 = 16n? + 16n > 0(0.5 point)

donc :

2+ 4n) — VA& (2+4n) — 4V/nZ
x, = 2% ”2) VA _ (24 4n) . PR (14 2n)-2v/n? 11 ¢ N.(0.25 point)




et

(2+4n)+V/A  (2+4n)+4Vn?2+n

X1 = 5 = 5 = (14 2n)4+2v/n?+n ¢ N.(0.25 point)
car si :
X1, X2 N= (X -X))(X-Xp)=X>—(2+4n) X +1

S

= XixXo=1=X;=X2=1

= (14+2n)—-2yn?2+1=1

= 2n—vn2+1)=0et2(n+vVn2+1)=0
= (n—vVn2+1)=0et (n+vVn2+1)=0

ce qui est absurde.

Question 04 : (4 points) Montrons que:
ANCE=0et BNCS =0 = ANCE =9.
lére méthode : Par ’absurde on suppose que :

ANCE # 0=3xcAnCY (0.25+0.5 point)
reA
= et (0.25 point) (Le reste chaque ligne sur 0.75 point)

r € Cf

z € B =1z BNCY (utilisant le fait que = € CY)
reAet ou

reCB=zecANCE
= et

r€B=xz€BNCY
z€Cfet { ou

r€CEB =12 e AnCE (utilisant le fait que = € A)

(contradiction avec les hypotheses).

2 éme méthode : (4 points)
ANCE=0=0CEcocs
et =CYcCh=>ANCE =0.
BNCY=0=CS cCE

Exercice 02 : (6 points) Soit la fonction f définie par :

f : E—R
.
Vi ¥z -2

(1) Trouver E pour que f soit une application.



f est une application si et seulement si :

Vo € E,3ly € R tel que : f(x) =y. (0.25 point)

Dy = {zeR/z®+x-2>0}.
P +2-2 = 0&x=-20ux=1
—00 + —2 — 1 + + 00
Dy = ]-o0,—2[U]lL, 4o0[.

Pour que f soit une application il suffit que :

E =Dy =]-00,-2[U]1l,400[.(0.5 point)

(2) Calculer la dérivée et tracer le tableau des variations de la fonction f.

Les limites : (1 point)

. T
lim

1*’*001/51;24_;[;_2

. T
lim

z—too \/32 + 1 — 2

. T
lim

e S_o VT 4+z—2
lm —
21 Vit —2

La dérivée :

N
fl(x) =

. x
hm —_—
Tr— —00 €T 2
|I]C‘ \/]. + Tz ZZ
. T
lm —— =
z—=00 f[{iiz_ 2
—z\ 1+ 35— 5

1.

(2z+1)x

2Vz2+x—2

(2 4+z—2)

22+ 2 —4—22%2 — ¢

22+ —-2)Val+x—2
rz—4

22+ —-2)Val+xz—

—o0 - =2

2.(0.5 point)

1 - 4 4+ + oo (0.5 point)

kokkokokox

— +

ek 4o 1 (1.5 point)
——

kskokokckox 4



(2) f est-elle injective? surjective ? Justifier.
a) Pour l'injectivité :

f est injective si et seulement si :
Yoy, 20 € E,x1 # 29 = f(21) # f (z2) .(0.25 point)
Il existent deux éléments différents :
x1 € ]1,4] et o € |4, 00| avec x1 # x2 et f(z1) = f (z2).(0.5 point)
Donc f n’est pas injective.

b) Pour la surjectiviteé :

f est surjective si et seulement si :

Vy € R, 3z € |—o0, —2[ U1, 00| tel que : f(x) = y.(0.25 point)

Alors d’apres le tableau des variations :

fJ=00, =2[U]1,+o0]) = f (=00, =2[) U f (]1,+00])

donc elle n’est pas surjective sur R car :

Jy =0,z € |—00, —2[ U]1, +o0[ tel que : f(x) # 0.(0.5 point)

(3) (0.540.5 point) Trouver un cas (les plus grands intervalles) d’apres le tableau des variations
ot elle est injective et surjective.

g = ]=00,=2[ = ]—o0, -]

Vi tz—2

car la fonction est continue et strictement décroissante donc elle est injective et
surjective car g (]—o0, —2[) = ]—o0, —1[ , donc bijective.

z = g(x)=

(4) (1point) Trouver ¢! dans 'un des deux cas.

2
2 xT

x
= Tl Y
y Vietz—2 ) T 2tz-2
= (@Ptr-2)P=2"= (P -1 +y’r -2 =0
= A=yt -4(y’ = 1) (-2°) = 9"~ 8y* > 0siy €]-o00, 1
_-vE 4 VB

== ient .
T 27— 1) 207 = 1) ne convient pas

< —2o0uxy =



Alors dans ce cas :

—1

g+ ]7oo,—1[—]—o0, =2
R Vi AVA ik
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