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Exercice 1.

Soit X1, ..., Xn une suite de variables aléatoires i.i.d de loi de Bernoulli de paramètre p,
p ∈]0, 1[.

1. Proposer un estimateur p̂ de p.

2. En utilisant l'inégalité de Tchébychef, construire un intervalle de con�ance pour p de

niveau 1− α pour 0 < α < 1.

3. Déduire de l'inégalité de Hoe�ding, un intervalle de con�ance pour p de niveau 1− α.
4. Comparer la précision de ces intervalles de con�ances pour n = 100 et α = 5%.

I Rappel : Soit α ∈ ]0, 1[, un intervalle de con�ance pour un paramètre θ de niveau

1− α est un couple d'estimateurs
(
θn, θ̄n

)
tel que P

(
θ ∈

[
θn, θ̄n

])
≥ 1− α.

I Indication : Pour tout x ∈]0, 1[, x(1− x) ≤ 1
4
.

Exercice 2.

On observe un n-échantillon (X1, Y1), ..., (Xn, Yn) de même loi qu'un couple de variables

aléatoires réelles (X, Y ). On suppose que le vecteur (X, Y ) admet pour densité la fonction f
telle que pour tout (x, y) ∈ R2, f(x, y) > 0. On considère f̂h l'estimateur de f dé�ni pour

tout (x, y) ∈ R2 par :

f̂h(x, y) =
1

nh1h2

n∑
i=1

K

(
x−Xi

h1
,
y − Yi
h2

)
où h = (h1, h2) avec h1 > 0 et h2 > 0. K : R2 → R est un noyau tel que :

�
|v| |K(u, v)| dudv <∞,

�
|u|1/2 |K(u, v)| dudv <∞ et ‖K‖22 <∞

On pose pour tout (x, y) ∈ R2 : Kh(x, y) =
1

h1h2
K

(
x

h1
,
y

h2

)
1. Montrer que pour x ∈ R et y ∈ R,

E[f̂h(x, y)] = (Kh ∗ f)(x, y).

2. Calculer pour x ∈ R et y ∈ R, V ar
(
f̂h(x, y)

)
en fonction de n, Kh ∗ f et K2

h ∗ f.

3. Montrer que si f est bornée par M , alors

V ar
(
f̂h(x, y)

)
6
M‖K‖22
nh1h2

.



4. Montrer que si f véri�e de plus la propriété suivante : pour tous (u, v) ∈ R2 et

(u′, v′) ∈ R2

|f(u, v)− f(u′, v′)| 6 |u− u′|1/2 + |v − v′| ,

alors le biais de f̂h(x, y) véri�e pour tout (x, y) ∈ R2∣∣∣Biais(f̂h(x, y)
)∣∣∣ 6 CK(h

1/2
1 + h2)

où CK est une constante ne dépendant que de K.

5. Déduire une borne pour le risque quadratique ponctuel.

6. On note à présent fX la densité de X. En utilisant f̂h, proposer un estimateur de fX .
Donner son expression si on suppose qu'il existe deux noyaux F et G telles que pour

tous x ∈ R et y ∈ R
K(x, y) = F (x)G(y).

I Rappel : Le produit de convolution des fonctions f1 et f2 de deux variables est

dé�ni par :

∀(x, y) ∈ R2, (f1 ∗ f2)(x, y) =

�
f1(x− u, y − v)f2(u, v)dudv

Bonne courage.
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