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Questions
Les affirmations suivantes sont elles vraies 7 justifier votre réponse

n un+1

L (n(u),q(u)) = (4, %57),YVn € N* est un couple entropie-flux d’entropie
pour ’équation de Burgers.

2. Si ug est négative, 'unique solution classique du probléme suivant (1) est
définie sur R x R,

— a2
{ Ut + Clig = U iteRT 2R (1)

u(z,0) = uo (x)
ot c € Ret ug € C(R;R)

Exercice 1
Donner 'unique solution faible entropique u(t,z) pour t > 0 et x € R du
probléme de Rieman (2).

Ut + (gu%) =0

FTBT ), T T teRT zeER (2)

u(z,0) = ug ()

ou

0 si <1

up(z): < 1 si l<a<?2 (3)
4 i T >2

Exercice2

Soient v = v(z,t) > 0 le volume spécifique d’un fluide,u = u(x,t) € R sa
vitesse.On considére le systéme d’équations aux dérivées partiellese qui décrit
la dynamique de ce fluide

v — Uy =0 )
{ Ut+(%@73)w:0 ,$€R,t>0 (4)

1. Trouver les vecteurs W : R x Rt — R? et F(W) : R? — R2tels que
(4)s’écrit sous la forme

W, + (F(W)), =0 (5)

xT
2. Pour quel type de solutions le systéme(4) prend la forme quasi-linéaire

W, + A(W)W, = 0. (6)



. Déterminer les valeurs propres de les vecteurs propres (a droite) de A (W)
.Le systéme est-il strictement hyperbolique ?

. Préciser la nature des champs 1 et 2 .Existe t-il des discontinuités de
contact.

. On note I I'invariant de Riemann du k-éme champ caractéristique. Mon-
trer qu’un choix possible pour Ij, est donné par

1
Ik:u—(—l)k;;kzlﬂ

. Rappeler la définition d’un couple flux-entropie (1,q). Montrer que la

fonction )
u 1
W)= —+—

est une entropie du systéme (5)avec flux d’entropie

. Pour un état gauche W, = (vg4,uq) donné on cherche les états W = (v, u)
qui peuvent étre reli¢ & W, par une 1-onde de choc entropique

7.1 Montrer que u < ug,v < vg.

7.2 Calculer u en fonction de vy, uy et v. Montrer que u peut se mettre
sous la forme u = ugy + a(vy,v).

Etudier la fonction v — u = ug + avg,v) et tracer son graphe dans le
plan (v, u)
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1. L.5ptSoit (n(u), q(u)) = (“7:, ’::_:11) n € N.Bien que ¢/ (u) = ulV (u) et n €
CY(R,R) , on a (n(u),q(u)) pour n impair n’est pas un couple entropie-

flux d’entropie pour ’équation de Burgers car n(u) n’est pas convexe.

2. B.5ptsOn applique la méthode des caractéristiques pour

2
{ Ut + Cg = U teRY zeR (1)

u(x,0) = ug (x)

On obtient:

{m’(t):c et{ dy = dt
z(0) = o u(z(0),0) = ug (o)
Ce qui permet d’obtenir les caractéristiques x (t) = ct + .

Etu (z(t),t) = avec ug (To) = —=ce qui permet d’écrire I'expression

cste
de la solution 1
u(z,t) = ——5— (2)

t— uo (z—ct)

=1
t+cste

De (2) on voit que si ug est négative, la solution classique de (1)est définie
pour tout ¢ € R et pour tout = € R.

Exercice1Ppts
{ ( "
3U
,0)

[P s’agit d’une loi de conservation ot f (u) = 2u2donc f’ (u) = /u; (f/) (m) =

3 t—to

N\CO

) teR+,xeR (3)

(%)2 Et f7 (u) = 2f > 0( le flux est convexe).
si r<l1

Alors en considérant ug (z) : ¢ 1 si 1<z <2
4 i T >2

2ptsequation de la caractéristique de pied (€,0) est donc

)

& si <1
c(t) =6+ f (ug ENt=E+t/up () = €+t si 1<az<?2
E+2t  si x> 2



+IpfLa donnée initiale a deux sauts croissants, un en = = 1 et l'autre en
x = 2. Puisque le flux f est convexe, on s’attend a ce que la solution faible
entropique présente deux ondes de raréfaction centrées I'une en (1,0) et 'autre

en (2, 0).2ptd

0 si z <1
(21)? si l<z<l+t
u(z,t) = 1 si 14+t<z<24t
(222 §i 24t<w <242
4 si T >2
Exercice 210pts
vemue =0 e RS0 (4)
wt (o), =0 TR



2. 0.5ptPour des solutions régulieres, on peut développer les dérivées dans
(4) et on trouve le systéme quasi-linéaire suivant

W, + A(W)W, = 0. (6)

wmAmq(_g451>

3. IptSOn cherche les deux solutions \; (W) de I’équation det (A (W) — A (W) Id) =
0, on trouve

MW)=—0v2<0< (W) =02

les vecteurs propres a droite correspondants sont

non= (5 imon = (1)

0.25pfles valeurs propres sont réelles distinctes donc le systéme est stricte-
ment hyperbolique.

4. IpYPour déterminer la nature des deux champs caractéristiques on calcule
VAg.ri pour k= 1;2, on trouve

VA1 =20"2>0et Vgra =203 <0

les deux champs sont vraiment nonlinéaires.
0.25p¥Etant donné qu’aucun champ n’est Linéairement Dégénéré, il n'y
aura aucune discontinuité de contact.

5. IpYUn choix possible de I;, invariant de Riemann du k-éme champ car-
actéristique est donné par

1
h:uftﬂf?k:LQ

car on a bien VI (W)r,(W) =0 pour k = 1;2
6. [L.5ptsSoient

u? 1

n (W) :?4‘@; q(W) =38

Pour vérifier que 7 est une entropie du systéme (4)avec le flux d’entropie
g on montre que

et



Donc on a

Vi (W) .A (W) = <—;v_3;u> . ( TR, ) _ ( o > — V(W)

—v

H0.5ptPour vérifier la convexité de Pentropie on calcule la matrice hessi-

enne : A
2 o v 0

elle est definie positive, alors 7 est convexe .

. Pour un état gauche W, = (vg4,uq) donné on cherche les états W = (v, u)
qui peuvent étre reli¢ & W, par une 1—onde de choc entropique.
L.ptLa condition d’entropie de Lax exige que la vitesse ~v,du 1- choc vérifie

{ M (W) <y <A (W)
71 < A1 (W)

qui s’ecrit:
2

—v i< oy < —v,7<0

ce qui entraine v < vy
IptEn utilisant les conditions de Rankine- Hugoniot on trouve

puisque 7v; < 0 alors u < ug.
n éliminant v, dans les relations de Rankine-Hugoniot on trouve

u = uy + a(v;vg)pour v < vy

ol a(v;vg) = \/% (vg® —v73) (vg —v)
(i)

et la vitesse du 1-choc v; = — %W
g9
. . /(v) =a’ >0 po
De plus en considérant u fonction de v ,on trouve Lf, (v) a,, = b pour v < g
u” (v) = a” <0 pour v < v,

On a alors {0-5pf
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