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Exercice 1:07 ptsSoit T (t) un C0 semigroupe sur un espace de Banach X:
a) Montrer qu'il existe M � 1, telle que

kT (t)k �M , 8t 2 [0; 1]

Sol: T (t) est continue sur un compact [0; 1] ; donc il est born�e. Le th. de
Banach Steihauss permet de conclure 02 pts .
b) En d�eduire que

kT (t)k �Me!t, 8t > 0, ! = LogM:

Sol: 02 pts On a pour n � [t] 1

kT (t)k =
T (

k=nX
k=1

t

n
)

 �
Tn( tn )

 �Mn �M t+1 =Me!t

c) Montrer que 8f 2 X, l'application

t! T (t)f

est continue.
Sol:t; h � 0, et f 2 X

kT (t+ h)f � T (t)fk � kT (h)T (f)f � T (t)fk � kT (t)T (h)f � T (t)fk � kT (t)k kT (h)f � fk �Me!t kT (h)f � fk

qui tend vers zero quand h tend vers zero.Si h < 0, on raisonne d'une mani�ere
similaire.

Exercice 2. 08 poitsSoit le probl�eme

(1)

�
@u
@t = u

00(t), t > 0, x 2 R
u(0) = u0 2 L2 (R)

a) Montrer que l'op�erateur

Au = u00; D(A) = H2 (R)

engendre un semi groupe de contraction. En d�eduire que le syst�eme (1) admet
une solution unique, et continue par rapport �a u0:
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Sol: L'op�erateur A est maximal monotone 04 pts,, il engendre un C0

semigroupe sur L2, 1 pt. La solution est donn�ee 1pt par

u(t) = S(t)u0:

Ceci 1pt implique que u1 � u2
L2
�
u10 � u20

L2

d'ou la continuit�e 1 pt

Exercice 3. 06 pts Soit f 2 C [0; 1] : On d�e�nit l'op�erateur

Af(t) =

Z 1

0

K(t; s)f(s)ds

o�u K est une fonction continue sur [0; 1]� [0; 1] :Montrer que�
@f
@t = Af(t)

f(0) = f0 2 C [0; 1]

admet une solution unique.

Sol: L'op�erateur A est born�e, la solution existe et elle est donn�ee par

f(t) = eAtf0
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