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Epreuve Finale

Exercice-01 : (05 points)
Soit H un espace préhilbertien réel et T : H → H une isométrie ‖T (x) − T (y)‖ = ‖x − y‖ pour tous x, y ∈ H,
telle que T (0) = 0.

1. Montrer que T conserve le produit scalaire :

(T (x)|T (y)) = (x|y) pour tous x, y ∈ H.

2. En déduire que T est linéaire (Indication : développer ‖T (x+ y)− T (y)− T (x)‖ ).

Exercice-02 : (08 points)

1. Montrer qu’il existe une constante C (dépendant de p) telle que∣∣∣|a+ b|p − |a|p − |b|p
∣∣∣ ≤ C(|a|p−1|b|+ |a||b|p−1) ∀a, b ∈ R.

2. Soit (fn)n∈N une suite bornée dans Lp(Ω) tel que fn → f p.p sur Ω. Montrer que f ∈ Lp(Ω) et que :

lim
n→∞

∫
Ω

{
|fn|p − |fn − f |p

}
=

∫
Ω
|f |p.

Indication : on pose : a = fn−f et b = f , on note que |fn−f |⇀ 0 faiblement dans Lp(Ω) et |fn−f |p−1 ⇀ 0
faiblement dans Lp′(Ω).

3. Déduire que si (fn)n∈N une suite dans Lp(Ω) :
— fn(x)→ f(x) presque partout dans Ω.
— ‖fn‖p → ‖f‖p.

Alors que
lim
n→∞

‖fn − f‖p = 0.

Exercice-03 : (07 points)
On pose, pour tout f ∈ L2([0, 1]) (on supposera les fonctions à valeurs réelles) et x ∈ [0, 1] :

(Tf)(x) =

∫ x

0
f(t) dt.

1. Justifier l’existence de (Tf)(x) et montrer que T définit une application linéaire continue

T : L2([0, 1])→ L2([0, 1]).

2. Calculer l’adjoint T ∗ de T ( On remarquera que 1[0,x](t) = 1[t,1](x) ).

Bonne chance.



Correction du contrôle continu

Exercice-01 : (05 points)

1. Notons d’abord que, puisque T (0) = 0, on a ‖Tx‖ = ‖x‖ pour tout x ∈ H. Ensuite, comme ‖x + y‖2 =
‖x‖2 + ‖y‖2 + 2(x|y), on a (x|y) = 1

2(‖x+ y‖2 − ‖x‖2 − ‖y‖2). On obtient :

(T (x)|T (y)) =
1

2
(‖T (x) + T (y)‖2 − ‖T (x)‖2 − ‖T (y)‖2) =

1

2
(‖x+ y‖2 − ‖x‖2 − ‖y‖2) = (x|y).(01,5 points)

2. Pour montrer que T est linéaire :

On calcule

‖T (x+ y)− T (x)− T (y)‖2 = ‖T (x+ y)‖2 + ‖T (x)‖2 + ‖T (y)‖2 − 2(T (x)
+ T (y)|T (x))− 2(T (x) + T (y)|T (y)) + 2(T (x)|T (y))
= ‖x+ y‖2 + ‖x‖2 + ‖y‖2 − 2(x+ y|x)− 2(x+ y|y) + 2(x|y)
= ‖(x+ y)− x− y‖2 = 0.

Donc T (x+ y) = T (x) + T (y). ...(1,5 points)
—— Il suffit maintenant de calculer ‖T (λx) − λT (x)‖2, on obtientque T (λx) = λT (x). Alors T est linéaire,

on peut aussi dire que T est clairement continue... (02 points).

Exercice-02 : (08 points)

1. Il suffit de vérifier que ∣∣∣|a+ b|p − |a|p − |b|p
∣∣∣

(|a|p−1|b|+ |a||b|p−1)
≤ C ∀a, b ∈ R.

On pose a ≤ b et w = a
b ≤ 1, alors, il suffit de vérifier que

sup
w∈[−1,1]

∣∣∣|w + 1|p − |w|p − 1
∣∣∣

(|w|p−1 + |w|)
≤ C ∀a, b ∈ R.(03 points)

2. Soit (fn)n∈N une suite dans LP (Ω) tel que :
— fn(x)→ f(x) presque partout dans Ω.
— (fn)n∈N est borné dans Lp(Ω).

Montrer que f ∈ Lp(Ω) et que

lim
n→∞

∫ {
|fn|p − |fn − f |p

}
=

∫
|f |p.

Indication : on pose : a = fn − f et b = f , et on considère la suite ϕn =
∣∣∣|fn|p − |fn − f |p − |f |p∣∣∣.

D’apres le théoreme de Fatou on aura ∫
|f |p ≤ lim inf

n→∞

∫
|fn|p ≤ C.

Donc f ∈ Lp.

En utilisant, la première question avec a = fn − f et b = f et choisissons ϕn =
∣∣∣|fn| − |fn − f | − |f |∣∣∣, on

obtiendra ϕn ≤ |fn − f |p−1|f |+ |fn − f ||f |p−1 ∈ L1(Ω).

Et Aussi
|fn − f |p−1|f |+ |fn − f ||f |p−1 → 0.



On a ϕn converge presque partout vers 0, avec |ϕn| ≤ gn → g dans L1(Ω) alors, d’apres le Théoreme de
Lebesgue Dominée

ϕn → 0

et par suite
‖fn − f‖p → 0 et ‖fn‖p → ‖f‖p.......(03 points)

Ce qu’il faut démonter.

3. Soit (fn)n∈N une suite dans Lp(Ω) et soit f une fonction dans Lp(Ω) tel que :
— fn(x)→ f(x) presque partout dans Ω.
— ‖fn‖p → ‖f‖p.

Montrer que
lim
n→∞

‖fn − f‖p = 0.

D’apres ce qui précede
lim
n→∞

|fn − f‖p = lim
n→∞

‖fn‖p − ‖f‖p

Donc lim
n→∞

‖fn − f‖p = 0 .......(02 points)

Exercice-03 : (07 points)

On pose, pour tout f ∈ L2([0, 1]) (on supposera les fonctions à valeurs réelles) et x ∈ [0, 1] :

(Tf)(x) =

∫ x

0
f(t) dt.

1. (Tf)(x) existe pour tout x ∈ [0, 1], grâce à l’inégalité de Cauchy-Schwarz :

(Tf)(x) =

∫ x

0
f(t) dt ≤

( ∫ 1

0
|f(t)|2 dt

) 1
2
( ∫ 1

0
|1[0,x](t)|2 dt

) 1
2 =
√
x‖f‖2 <∞.(01 point)

De plus, Tf ∈ L2([0, 1]) car, d’une part Tf est continue, donc mesurable, car, comme ci-dessus, l’inégalité
de Cauchy-Schwarz donne

|Tf(x)− Tf(x′)| ≤
√
|x− x′|‖f‖2.

Et d’autre part ∫ 1

0
|(Tf)(x)|2dx =

∫ 1

0
(

∫ x

0
|f(t)| dt)2 dx ≤ ‖f‖22.

D’après le calcul précédent. Cela dit en plus que ‖Tf‖2 ≤ ‖f‖2... (02 points)
Comme l’application T : f ∈ L2([0, 1]) → Tf ∈ L2([0, 1]). et montrer que T définit une application linéaire
continue

T : L2([0, 1])→ L2([0, 1]).

est clairement linéaire, cette inégalité montre que T est continue...(01 points)

2. Par définition l’adjoint T ∗ de T est caractérisé par

(Tf |g) = (f |T ∗g) f, g ∈ L2([0, 1]).

Or,

(Tf |g) =

∫ 1

0
Tf(x)g(x) dx =

∫ 1

0

(∫ x

0
f(t) dt

)
g(x) dx =

∫ 1

0

(∫ 1

0
f(t)1[0,x](t) dt

)
g(x) dx

=
(∫ 1

0
g(x)1[t,1](x) dx

)
f(t) dt



Par le Théoreme de Fubini, que l’on peut car :(∫ 1

0
g(x)1[t,1](x) dx

)
f(t) dt ≤

(∫ 1

0
|f(t)| dt

)(∫ 1

0
|g(x)| dx

)
≤
(∫ 1

0
|f(t)|2 dt

) 1
2
(∫ 1

0
|g(x)|2 dx

) 1
2
<∞.

Donc

(T ∗g)(x) =

∫ t

1
g(x) dx =

∫ 1

0
g(x) dx−

∫ t

0
g(x) dx.

Alors T ∗g = [(Tg)(1)]1− Tg ...(03 points)


