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Epreuve Finale

Exercice-01 : (05 points)
Soit H un espace préhilbertien réel et T : H — H une isométrie | T(x) — T'(y)|| = ||z — y|| pour tous =,y € H,
telle que 7°(0) = 0.

1. Montrer que T' conserve le produit scalaire :
(T(x)|T(y)) = (x|y) pour tous z,y € H.
2. En déduire que T est linéaire (Indication : développer | T(x +y) — T(y) — T(x)| ).

Exercice-02 : (08 points)

1. Montrer qu’il existe une constante C (dépendant de p) telle que
la+b" —[af” — !blp) < C(lafP~ ol + |al[p["~) Va,b € R.

2. Soit (fn)nen une suite bornée dans LP(2) tel que f,, — f p.p sur Q2. Montrer que f € LP(2) et que :

[ {1 =1 a0} = [ 1

Indication : on pose : a = f,,— f et b= f, on note que |f, — f| — 0 faiblement dans LP(Q) et | f,, — f[P~1 — 0
faiblement dans L¥ (Q).

3. Déduire que si (f)nen une suite dans LP(Q) :
— fn(z) — f(x) presque partout dans €.

— N fnllp = 1 llp-
Alors que
Tim [[fu — fllp = 0.

Exercice-03 : (07 points)
On pose, pour tout f € L?([0,1]) (on supposera les fonctions & valeurs réelles) et = € [0, 1] :

T = [ s
1. Justifier existence de (T'f)(z) et montrer que 7" définit une application linéaire continue
T: L2([0, 1)) — L*([0,1]).

2. Calculer I'adjoint 7 de T' ( On remarquera que 1 ,(t) = 1 1y(z) ).

Bonne chance.



Correction du controle continu

Exercice-01 : (05 points)

1. Notons d’abord que, puisque T(0) = 0, on a ||Tz|| = ||z|| pour tout # € H. Ensuite, comme ||z + y|* =
l[I* + 1|y I* + 2(]y), on a (z[y) = 5(lla + yl* = [z]* = y*). On obtient :

(T(@)[T(y)) = %(IIT(CC) + TP = IT@)I° = 17w = %(Hx +yll* = ll2l* = lyl*) = (2]y).(01,5 points)

2. Pour montrer que T est linéaire :

On calcule

IT(z+y) - T(x) = T(y)|? 1T + ) I? + 1T + 1T@)I* - 2T (=)
T(y)|T () = 2(T(x) + T(y)|T(y)) + 2(T(2)|T(y))
lz + ylI? + [|2]* + [yll* = 2(= + ylz) — 2(z + yly) + 2(zly)

l(z+y)—z—yl*=0.

=+ 1

Donc T'(z +y) = T(z) + T(y). ...(1,5 points)
— 11 suffit maintenant de calculer || T'(Az) — AT'(z)||?, on obtientque T'(Az) = AT(z). Alors T est linéaire,
on peut aussi dire que T est clairement continue... (02 points).

Exercice-02 : (08 points)

1. Il suffit de vérifier que
[la -+ b7 — Jal? — [bP?

< Va,b € R.
(la[P=t[b] + |allbP—1)
On pose a < b et w= 7 <1, alors, il suffit de vérifier que
[fw+ 1P = Jwl? =1
sup — <C Va,b € R.(03 points)
wel-11]  (JwP=t + [wl)

2. Soit (fn)nen une suite dans LY () tel que :
— fau(x) = f(x) presque partout dans €.
— (fn)nen est borné dans LP(Q).

Montrer que f € LP(Q) et que

im [ {i5P 15— 1} = [157

n—oo

Indication : on pose : a = f,, — f et b = f, et on considere la suite p,, = ‘|fn\p — | fn = fIP = |fIP].
D’apres le théoreme de Fatou on aura

/\f|p Sliminf/|fn\p <C.
n—oo

Donc f € LP.
En utilisant, la premiére question avec a = f, — f et b = f et choisissons ¢, = ||fn] — |fn — f| — |f]|, on

obtiendra ¢, < |fn — fIP7Y I+ |fn — FIIFIP7 € LY(Q).

Et Aussi
| = FPTHSL + L = FILFPE = 0.



On a ¢, converge presque partout vers 0, avec |¢,| < g, — g dans L'(Q) alors, d’apres le Théoreme de
Lebesgue Dominée

n —0

et par suite
| fr— fllp = 0 et || fullp = | fllp---- (03 points)

Ce qu’il faut démonter.

3. Soit (fn)nen une suite dans LP(2) et soit f une fonction dans LP(12) tel que :
— fu(x) = f(x) presque partout dans €.

— fallp = 1115

Montrer que
Jim [| £ — fllp = 0.
D’apres ce qui précede

T [fo = fllp = T [ fully = 7]
Donc ILm Nfn—fllp=0 ... (02 points)

Exercice-03 : (07 points)
On pose, pour tout f € L?([0,1]) (on supposera les fonctions & valeurs réelles) et x € [0,1] :

:/Oxf(t)dt

1. (T'f)(x) existe pour tout = € [0, 1], grace a 'inégalité de Cauchy-Schwarz :

x 1 1 1
:/ Ftydt < ( / F@)Pde)* ( / L2 (®)dt)* = Val fllo < 00.(01 point)
0 0
De plus, T'f € L?([0,1]) car, d'une part T'f est continue, donc mesurable, car, comme ci-dessus, 'inégalité

de Cauchy-Schwarz donne
T f(x) =T < Ve =2l f]2.

1 1 x
T 2 xr = 2 X 2.
/0 (Tf) () /0(/0 F@)]dt)? de < [I£112

D’apres le calcul précédent. Cela dit en plus que ||T'f]l2 < || f]|2..- (02 points)
Comme ’application T : f € L?([0,1]) — T'f € L?([0,1]). et montrer que T définit une application linéaire
continue

Et d’autre part

T : L*([0,1]) — L*([0, 1]).
est clairement linéaire, cette inégalité montre que T est continue...(01 points)

2. Par définition I'adjoint T* de T est caractérisé par

(Tflg) = (fIT*g) f.9 € L*([0,1]).

wilo) = [ Tr@ewan= [ ([ sen)swrae= [ [ 10100 )t
/Olg d:v)f()dt

Or,



Par le Théoreme de Fubini, que I’on peut car :

([ s ar)soas ([roia)( [ owia) < ([ rora)( [ loore) <o

Donc
o) = [ swir= [ g [ gwa

Alors T*g = [(Tg)(1)]1 — Tg ...(03 points)



