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Exercice 1. On considére I’espace mesuré (R, B(R), \) ot A est la mesure de Lebesgue.

Soit
+oo

A= Ja™, 4
n=0

Montrer que A € B(R) et calculer A\(A).

Solution

On sait que la tribu Borélienne #(R) est aussi engendrée par les intervalles fermés bornés
(La tribu engendrée par les intervalles fermés coincide avec la tribu Borélienne), ainsi A est
un Borélien comme réunion dénombrable de Boréliens. (1 pt)

Comme la mesure de Lebesgue de tout intervalle est sa longueur nous avons

A" 43 ) =45 4 =2x 44 =4"" (0.5 pt)
Les ensembles [47", 47"%3] sont deux & deux disjoints (0.5 pt).
Ainsi
= L e 1 4
MA) =D A4 a2 =) 4" = —1=3z (1 pt)
n=0 n=0 4

Exercice 2. I. Rappeler la définition de la mesure extérieure.
II. Soit u* une mesure extérieure sur un ensemble E. Montrer que si A est négligeable alors

pour tout B C E, on a
W (AUB) = *(A) + 1*(B).

III. Soit u* une mesure extérieure sur un ensemble E. Supposons que p* est additive sur E.
Montrer que p* est une mesure sur (E, 2 (E).

Solution
I. Définition : (1 pt) Soit £ un ensemble. Une mesure extérieure sur F est une application

pt e P(E) = Ry
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telle que

i) p*(0) = 0;

ii) p* est croissante : si A C B C E, u*(A) < u*(B);

iii) p* est sous-o-additive : pour toute suite (A, ),ey de parties de E,

II. Par la sous-additivité de la mesure extérieure, on a
p (AU B) < p(A) + p*(B).
D’autre part, on a B C AU B donc par croissance de la mesure extérieure
4 (B) < 1i*(AU B).

Ainsi
p(A) + p(B) < p' (AU B),

puisque A est négligeable i.e., u*(A) = 0. Et par suite
p (AU B) = p*(A) + p*(B). (1.5 pt)

I1. 11 suffit de montrer que pour toute suite (A, ),en de parties de E deux a deux disjointes,

D u(An) <uf (U An> -

Remarquons que

N —+o00
JA.c A yNeN,
n=0 n=0

donc par la croissance et ’additivité de la mesure extérieure

> (A = (U An> <p (Lj An> ,

n=0

et par le passage a la limite quand N — 400 on obtient

> (A < (U An) : (1.5 pt)



Exercice 3. I. Rappeler le lemme de Fatou.

II. Soit (E,.%, 1) un espace mesuré et soit (f,) une suite de fonctions mesurables positives
qui converge simplement vers f. On suppose qu’il existe M > 0 tel que fE frdp < M pour
tout n > 0. Démontrer que [, fdu < M.

Solution
I. Lemme de Fatou : Si (f,), est une suite de fonctions mesurables positives sur F (& valeurs
dans [0, +00]), alors

/ lim inf f,dp < lim inf/ fndp. (2 pts)
E n—+00 E

n—-+0oo
IT. (f,) converge simplement vers f, ainsi on a

liminf f,(x) = f(z), Vx € E.

n——+0o

Par le lemme de Fatou on a

/ fdu = / lim inf f,,dy < lim inf/ fndp = sup inf/ frdp < M. (2 pts)
E g n—too n—+oo Jp n k>n Jp

Exercice 4. I. Soient (E, %, 1) un espace mesuré et h : E — R une fonction mesurable.
Montrer que

w(r e B: |h@)] > o)) < — / e

pour tout o > 0 et p > 0.
1. Soient (E,.%, i) un espace mesuré avec p(E) =1 et h € L'(E). Posons E(h) = [, |h|dp.
Montrer que

ula € B (o)~ B0 2 o)) < = ( [ wau— @0)),
pour tout o > 0.

Solution
L. Soient (E,.#, 1) un espace mesuré et h : £ — R une fonction mesurable.
Posons

A={z e E: |h(x)|>a}=(h)"" o, +x]) € .Z.

On a
Vo € E, |h(z)] 2 [h(z)|xa(z) = axalz),

donc, pour p > 0
Ve € B, [h(zx)]” = |h(z)[Pxalz) = o”xa(z),
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ainsi
/ |h|Pdp > / |h[Pxadp > / afxadp = / a’dp = of u(A).
E E E A

Donc

1
A) < — h|Pd 2 pt
)< o [ I (2 pts)

pour tout a > 0 et p > 0.
IL. Soient (E,.%, ;1) un espace mesuré avec u(E) =1 et h € L'(E). Posons E(h) = [, hdp.
Posons
f=h—E®)
et
B={zeE:|f|za}=(f])"([o, +o0[) € 7.

On a d’aprés la premiére question pour a > 0 et p =2

&S%LW%@ (1 pts)
Donc
uB) < = [ B0
< o7 [0~ 2HE () + (B () Pla
< _ /E B2y — / SE(h)dy + / (E(h))%lu]
< %/Ehdu—m /hd,qu/ }
< & | [ - 2mmem + [ @nyal (2 pts)

A
|

! /E R2dp — 2E(RYE(R) + (E(R))? [E du
=~

n(E)=1
1
< —[/hwu—mm»ﬂ,
E
pour tout o > 0.

Exercice 5. Soit f € LY(R). Que vaul la limite

lim [ f(z)cos™(mz)d\(x)?

n—oo R



Solution

Soit f € L(R). Notons f,(z) = f(x)cos™(mx). Pour tout n € N, la fonction f, est mesurable
(comme produit de fonctions mesurables). (0.5 pt)

nlg{)lo fn(x) = 0 presque partout puisque cos(mz) < 1 si x ¢ Z, et donc cos™(mx) — 0 lorsque

n — oo presque partout (pour tout x € R\ Z et A\(Z) = 0 car Z est dénombrable). (1.5 pt)
Pour tout n € Non a |f,(z)| < |f(x)| et comme |f| € L1(R), par le théoréme de convergence
dominée, (1 pt)

nlg{)lo Rf(x) cos” (mx)d\(x) = T}Ln;o an(x)d/\(x) = /RJLI& fa(z)dA(z) = 0. (1 pt)



