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Exercice 1. On considère l'espace mesuré (R,B(R), λ) où λ est la mesure de Lebesgue.

Soit

A =
+∞⋃
n=0

[4−n, 4−n+
1
2 ].

Montrer que A ∈ B(R) et calculer λ(A).

Solution
On sait que la tribu Borélienne B(R) est aussi engendrée par les intervalles fermés bornés
(La tribu engendrée par les intervalles fermés coïncide avec la tribu Borélienne), ainsi A est
un Borélien comme réunion dénombrable de Boréliens. (1 pt)
Comme la mesure de Lebesgue de tout intervalle est sa longueur nous avons

λ([4−n, 4−n+
1
2 ]) = 4−n+

1
2 − 4−n = 2× 4−n − 4−n = 4−n. (0.5 pt)

Les ensembles [4−n, 4−n+
1
2 ] sont deux à deux disjoints (0.5 pt).

Ainsi

λ(A) =
+∞∑
n=0

λ([4−n, 4−n+
1
2 ]) =

+∞∑
n=0

4−n =
1

1− 1
4

=
4

3
. (1 pt)

Exercice 2. I. Rappeler la dé�nition de la mesure extérieure.

II. Soit µ∗ une mesure extérieure sur un ensemble E. Montrer que si A est négligeable alors

pour tout B ⊂ E, on a

µ∗(A ∪B) = µ∗(A) + µ∗(B).

III. Soit µ∗ une mesure extérieure sur un ensemble E. Supposons que µ∗ est additive sur E.
Montrer que µ∗ est une mesure sur (E,P(E).

Solution
I. Dé�nition : (1 pt) Soit E un ensemble. Unemesure extérieure sur E est une application

µ∗ : P(E)→ R+
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telle que
i) µ∗(∅) = 0 ;
ii) µ∗ est croissante : si A ⊂ B ⊂ E, µ∗(A) ≤ µ∗(B) ;
iii) µ∗ est sous-σ-additive : pour toute suite (An)n∈N de parties de E,

µ∗

(⋃
n∈N

An

)
≤
∑
n∈N

µ∗(An).

II. Par la sous-additivité de la mesure extérieure, on a

µ∗(A ∪B) ≤ µ∗(A) + µ∗(B).

D'autre part, on a B ⊂ A ∪B donc par croissance de la mesure extérieure

µ∗(B) ≤ µ∗(A ∪B).

Ainsi
µ∗(A) + µ∗(B) ≤ µ∗(A ∪B),

puisque A est négligeable i.e., µ∗(A) = 0. Et par suite

µ∗(A ∪B) = µ∗(A) + µ∗(B). (1.5 pt)

III. Il su�t de montrer que pour toute suite (An)n∈N de parties de E deux à deux disjointes,

+∞∑
n=0

µ∗(An) ≤ µ∗

(
+∞⋃
n=0

An

)
.

Remarquons que
N⋃
n=0

An ⊂
+∞⋃
n=0

An, ∀N ∈ N,

donc par la croissance et l'additivité de la mesure extérieure

N∑
n=0

µ∗(An) = µ∗

(
N⋃
n=0

An

)
≤ µ∗

(
+∞⋃
n=0

An

)
,

et par le passage à la limite quand N → +∞ on obtient

+∞∑
n=0

µ∗(An) ≤ µ∗

(
+∞⋃
n=0

An

)
. (1.5 pt)
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Exercice 3. I. Rappeler le lemme de Fatou.

II. Soit (E,F , µ) un espace mesuré et soit (fn) une suite de fonctions mesurables positives

qui converge simplement vers f . On suppose qu'il existe M > 0 tel que
∫
E
fndµ ≤ M pour

tout n ≥ 0. Démontrer que
∫
E
fdµ ≤M.

Solution
I. Lemme de Fatou : Si (fn)n est une suite de fonctions mesurables positives sur E (à valeurs
dans [0,+∞]), alors ∫

E

lim inf
n→+∞

fndµ ≤ lim inf
n→+∞

∫
E

fndµ. (2 pts)

II. (fn) converge simplement vers f , ainsi on a

lim inf
n→+∞

fn(x) = f(x), ∀x ∈ E.

Par le lemme de Fatou on a∫
E

fdµ =

∫
E

lim inf
n→+∞

fndµ ≤ lim inf
n→+∞

∫
E

fndµ = sup
n

inf
k≥n

∫
E

fkdµ ≤M. (2 pts)

Exercice 4. I. Soient (E,F , µ) un espace mesuré et h : E → R une fonction mesurable.

Montrer que

µ ({x ∈ E : |h(x)| ≥ α}) ≤ 1

αp

∫
E

|h|pdµ,

pour tout α > 0 et p > 0.
II. Soient (E,F , µ) un espace mesuré avec µ(E) = 1 et h ∈ L1(E). Posons E(h) =

∫
E
|h|dµ.

Montrer que

µ ({x ∈ E : |h(x)− E(h)| ≥ α}) ≤ 1

α2

(∫
E

h2dµ− (E(h))2
)
,

pour tout α > 0.

Solution
I. Soient (E,F , µ) un espace mesuré et h : E → R une fonction mesurable.
Posons

A = {x ∈ E : |h(x)| ≥ α} = (|h|)−1([α,+∞[) ∈ F .

On a
∀x ∈ E, |h(x)| ≥ |h(x)|χA(x) ≥ αχA(x),

donc, pour p > 0
∀x ∈ E, |h(x)|p ≥ |h(x)|pχA(x) ≥ αpχA(x),
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ainsi ∫
E

|h|pdµ ≥
∫
E

|h|pχAdµ ≥
∫
E

αpχAdµ =

∫
A

αpdµ = αpµ(A).

Donc

µ(A) ≤ 1

αp

∫
E

|h|pdµ, (2 pts)

pour tout α > 0 et p > 0.
II. Soient (E,F , µ) un espace mesuré avec µ(E) = 1 et h ∈ L1(E). Posons E(h) =

∫
E
hdµ.

Posons
f = h− E(h)

et
B = {x ∈ E : |f | ≥ α} = (|f |)−1([α,+∞[) ∈ F .

On a d'après la première question pour α > 0 et p = 2

µ(B) ≤ 1

α2

∫
E

|f |2dµ, (1 pts)

Donc

µ(B) ≤ 1

α2

∫
E

[h− E(h)]2dµ,

≤ 1

α2

∫
E

[h2 − 2hE(h) + (E(h))2]dµ,

≤ 1

α2

[∫
E

h2dµ−
∫
E

2hE(h)dµ+

∫
E

(E(h))2dµ
]

≤ 1

α2

[∫
E

h2dµ− 2E(h)
∫
E

hdµ+

∫
E

(E(h))2dµ
]

≤ 1

α2

[∫
E

h2dµ− 2E(h)E(h) +
∫
E

(E(h))2dµ
]

(2 pts)

≤ 1

α2


∫
E

h2dµ− 2E(h)E(h) + (E(h))2
∫
E

dµ︸ ︷︷ ︸
µ(E)=1


≤ 1

α2

[∫
E

h2dµ− (E(h))2
]
,

pour tout α > 0.

Exercice 5. Soit f ∈ L1(R). Que vaut la limite

lim
n→∞

∫
R
f(x) cosn(πx)dλ(x) ?
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Solution
Soit f ∈ L1(R). Notons fn(x) = f(x) cosn(πx). Pour tout n ∈ N, la fonction fn est mesurable
(comme produit de fonctions mesurables). (0.5 pt)
lim
n→∞

fn(x) = 0 presque partout puisque cos(πx) < 1 si x /∈ Z, et donc cosn(πx)→ 0 lorsque

n→∞ presque partout (pour tout x ∈ R \Z et λ(Z) = 0 car Z est dénombrable). (1.5 pt)
Pour tout n ∈ N on a |fn(x)| ≤ |f(x)| et comme |f | ∈ L1(R), par le théorème de convergence
dominée, (1 pt)

lim
n→∞

∫
R
f(x) cosn(πx)dλ(x) = lim

n→∞

∫
R
fn(x)dλ(x) =

∫
R
lim
n→∞

fn(x)dλ(x) = 0. (1 pt)
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