Université Abou Bekr Belkaid 2021/2022
Département de Mathématiques

M1Statistiques et probabilités approfondies.

Module: Analyse numérique

Controéle continu
Corrigé

Exercice 1 sur 6 points
1. Déterminer I’équation intégrale équivalente au probléme y/(t) = cos(t) + y*(t),y (0) = 1
2. On consideére le probléme autonome y/(t) = F(y) et le schéma numérique

Yir1 = Yi + ahF(y;) + bhF (y; + chF (y;)) (S)

Déterminer les coefficients a, b, ¢ pour que le schéma (S) soit au moins d’ordre 2. Le schéma
peut-il étre d’ordre 37

Solution

1. [2 points]

En intégrant entre 0 et ¢ I'équation 3/ (t) = cos(t) + y*(t) on a

y (1) — y(0) = / (cos(s) + * (s)) ds

donc,’équation intégrale est

y(t) =1+sin(t) + /Ot y* (s)ds

inversement, en dérivant ’equation précédente on obtient y/(t) = cos(t) + y*(¢) puis en
remplagant ¢ par 0 il vient que y (0) = 1.

2. [4 points|

On pose

o(t,y,h) = aF(y) + bF(y + chF(y))
Le schéma est d’ordre 2 si et seulement si
{ ©(t,y,0) = F(y)
%90

1

(t,9.h) = 3FU (5) = S F()F(9)

Le systéme est équivalent a

aF(y) + bF(yl) = F(y)
beF (y)F' (y) = §F’(y)F(y)

Ce qui donne



Donc

a=1-0»
_ b#0
TS
On obtient donc le schéma d’ordre au moins 2:
1
Yer = i+ [(1 B F() 0P+ o hF)| =012,

Pour que le schéma soit d’ordre au moins 3 il faut que:

2

(ty,h) = ~F2 (y)

onz” 3
On a
FP(y) = F(y) (F'(y)F(y)) = F(y) (F'(y))" + (F(y))" F"(y)
et
aa—;so(t,% h) = 86—; ((1 —b) Fy) +bF(y + %hF(y)))
= SFWF -+ 5 hF ()
= P WP+ hF()

On voit bien que pour tout b # 0
%w(t,yao) = %FQ(y)F"(y) # % [F(y) (F' ()’ + (F(y)> F'(y)| = F (y)

Le schéma ne peut pas étre d’ordre 3.



Exercice 2 sur 8 points
On considére la famille de méthodes définies par le schéma

Ynt1 = Yn + o (1 = W) f (tn, Yn) + 0 f (tns1, Unt1))
avec 0 < w < 1. Montrer qu’une telle méthode est A-stable c’est & dire que sa région de

1
stabilité contient le demi-plan complexe C_ = {z € C,Re(z) < 0} si et seulement si w > 5
Solution

[1 point]
On considére le probléme test
y'(t) = Ay(t),t >0
{ y(0)=1,1xeC

Appliqué au probléme test le schéma engendre la suite définie par la formule de récurrence

14 (1 —w) Ahy,
1—wrh,

Yn4+1 =

[1 point]
On pose z, = A\h,, pour déterminer la région de I’absolue stabilité de la méthode on considére
I'inéquation
1+(1— n
lM o1

1—wz,

[0.5 point]
une élevation au carré nous rameéne a la résolution dans C de I'inéquation
114+ (1 —w) 2z < |1 —wz|? (1)

[1 point]
en posant z, = T, + iy,, (1) s’écrit

(1—2w)a? + 2z, + (1 —2w)y2 <0 (2)

[1 point]
Siw= % alors la condition de stabilité absolue est

2x, < 0.

Dans ce cas la région de stabilité est C_ et la méthode est A-stable.
[0.5 point]
Maintenant si w # 1 P'inéquation (2) devient

(1—2w) {xi + T, + yi] < 0. (3)

1 —2w

[1.5 points]
Siw < alors 1— 2w > 0 et 'inéquation (3) donne

(1= )2+ P
‘/L‘n n PN
1—2w Y (1—2w)’

3




Figure 1: Région de stabilité pour w < %

c’est l'intérieur du disque de centre Til et de rayon —5— (voir la figure 1)

12w
Dans ce cas la méthode n’est pas A-stable.
[1.5 points]
Siw > 1 alors 1—2w < 0 et inéquation (3) donne

1 \? 1
> -

La région de la stablité absolue est ’extérieur du disque de centre Tl—l > 0 et de rayon Tl_l,
elle contient le demi-plan C_ (voir la figure 2 ).

Figure 2: Région de stabilité pour w > %

N | —

En conclusion, la méthode est A-stable si et seulement si w >



Exercice 3 sur 6 points

oL o o0 o0 o0
11000
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1. Décrire les méthodes de quadrature utilisées & chaque étape.
2. Ecrire explicitement et en détail le schéma associé au tableau de Butcher .
3. Montrer que la méthode est au moins d’ordre 2.

Solution

1. [2 points]
Les points intermédiaires sont

th1 =1t tho =1 —|——ht =1 —|——hett =t,+ =h
n ny“n n y Yn n YN n
1 ,2 | )3 5 4 3

La formule de quadrature de f sur [0, 1] associée aux poids b; est:

! 1 16 . /1 4 1. 27 2
[ stars 510+ 21 (3) - 31G)+ 55G)

Premiére étape, la formule de quadrature de f sur [O 1} est:

4

i 1
| 1w~ 10

1

Deuxiéme étape, la formule de quadrature de f sur [O, —} est:

2. [2 points|

yn,l

Yn,2

yn,S

yn,4

Yn+1

2

3 2 8 1. 8 1
| 10dex 5 0+ 21 + 325G
Yn
Yn + %f (tn,layn,l)
Un + %hf (tn,2> yn,Z)

2 8 8
Yn + 2_7hf (tn,la yn,l) + 2_7hf (tn727 yn,2> + ﬁh‘f (tn’g’ yn,S)

1 16 4 27
Yn — Ehf (tn,la yn,l) + 1_5hf (tn,27 yn,2) - ghf (tn,?n yn,3) + %hf (t”v4’ y”74)

5



La méthode proposée s’écrit:

kl = f(tmyn)
h h
ke = f(ta+ 1 + Z’ﬁ)
h h
k3 = f(tn + §7yn + §k2)
2h 2 8 8
ko = f(ta+ 50yt golika o+ ook + oohks)
1 16 4 27
Ynt1 = Yn — Ehlﬁ + 1—5h/€2 — ghk,g + %h/ﬂ
3. [2 points|
ordre > 1

ordre > 2 de plus on doit avoir

i:bc»——ixO—i—lG 1—Z—lxl—l—?—?xg—
12 4 3 3



