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Faculté des sciences
Département demathématiques
Master 1: EDP et applications

Controle: Théorie spectrale des opérateurs

Exercice 1 :

Soit H un espace de Hilbert et A € £ (H) un opérateur normal.

Montrer que A est inversible si et seulement si il existe une constante M > 0
telle que [|Ax|| > M ||z|| pour tout « € H.

Exercice 2
Soit H un espace de Hilbert complexe et 4,B € £ (H).
Montrer que les opérateurs AB et BA ont le meme rayon spectrale.

Exercice 3
On considére H := L% (]—1,1[,C) munit du produit scalaire suivant:

(fy9) = /_1 f(t) g (t)dt.

On considére 'opérateur
1

Af () :/ e f(t)dt ou f e Hetaxc)-1,1f
-1

1/ Montrer que pour tout f € H,on a:

i/ Af e C([-1,1],C).

ii/ A est continu de H dans C'([-1,1],C).

2/ Montrer que A: H — C([-1,1],C) est un opérateur compact (utiliser
I'inégalité des accroissements fini).

3/ Endéduire que A est vu comme un opérateur de H dans lui méme est un
opérateur compact.

4/ Calculer A*.

5/ Donner I'expression simple de A™A.

Rappel: inégalité des accroissements fini

Soit f une fonction dérivable sur un intervalle I. On suppose qu’il existe un
réel M > 0tel queVa € I, |f' (z)] < M. AlorsVay, 29 € I, |f (z1) — f (z2)| < M |21 — 29| .
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