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Controle continu
de

Méthodes de résolution des problèmes elliptiques

Exercice 1
Soient 
 ouvert borné de RN et f 2 L2(
). Pour k > 0;on considère le

problème suivant

min
u2H1

0 (
) ku�fkL2(
)=k

Z



jruj2 dx

1. Montrer que ce problème admet une unique solution uk.

2. Montrer qu�il existe � > 0 tel que uk est solution de

��uk + � (uk � f) = 0 dans 

u = 0 sur @


Exercice2
Soit 
 un ouvert borné régulier de RN ;on considère le problème suivant

��u = u3 dans 

u = 0 sur @


(1a)

1. Donner la formulation faible ( variationnelle) de (1a).

2. Justi�er pourquoi on ne peut appliquer le théorème de Lax-Milgram pour
montrer l�existence de solution faible pour (1a)?

3. On considère H1
0 (
) muni de la norme kukH1

0 (
)
= krukL2(
) : Donner la

fonctionnelle J : H1
0 (
)! R associée à (1a) en précisant la condition sur

N pour que J soit bien dé�nie sur H1
0 (
) .

4. Montrer que J est C1:

5. Calculer lim
k!+1

J (ku) :

6. Montrer qu�il existe C > 0 telle que J (u) � 1
2 kuk

2
H1
0 (
)

�
1� C

2 kuk
2
H1
0 (
)

�
:

Préciser alors dans quelle boule J (u) > 0:

7. Soient c 2 R et (u)n � H1
0 (
) ;une suite telle que J (un) ! c et

J 0 (un) ! 0 dans H�1 (
) : En calculant 4J(un)�hJ0(un);uni
kunkH1

0(
)
et en raison-

nant par l�absurde, montrer que (un)n est bornée dans H
1
0 (
).

8. De ce qui précède déduire l�existence de solutions faibles pour (1a) :
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1. On reformule le problème comme suit:
Posons

J (u) =

Z



jruj2 dx

et C l�ensemble
C =

�
v 2 H1

0 (
) : F (v) = 0
	

où
F (v) = kv � fk2L2(
) � k

2

alors déterminer

min
u2H1

0 (
) ku�fkL2(
)=k

Z



jruj2 dx

revient à minimiser J sur C.
L�ensemble C est un convexe fermé et la fonctionnelle J est strictement
convexe. Il existe donc une unique solution ukau problème de minimisa-
tion de J sur C

2. Les fonctionnelles J et F sont toutes deux dérivables et, pour tout v 2
H1
0 (
), on a

hJ 0(uk); vi = 2
Z



ruk:rvdx

et

hF 0(uk); vi = 2
Z



(uk � f) vdx

on a F 0(uk) 6= 0,car kuk � fkL2(
) = k et d�apès le cours, si u est un
minimum local, il existe � 2 R, appelé multiplicateur de Lagrange, tel que

J 0(uk) + �F 0(uk) = 0

c�est- à-dire tel que pour tout v 2 H1
0 (
)Z




ruk:rvdx+
Z



� (uk � f) vdx = 0

1



La formule de Green permet d�écrire

�
Z



�uk:vdx+

Z



� (uk � f) vdx = 0

On déduit que uk est solution du problème aux limites

��uk + � (uk � f) = 0 dans 

uk = 0 sur @


Exercice215pts
Soit 
 un ouvert borné régulier de RN ;on considère le problème suivant

��u = u3 dans 

u = 0 sur @


(1a)

1. 1ptLa formule de Green permet d�ecrire la formulation faible de (1a),Z



ru:rvdx =
Z



u3vdx;8v 2 H1
0 (
)

1ptLe théorème de Lax-Milgram (dont la démonstration est basée essentielle-
ment sur le théorème de représentation de Riez), ne peut s�appliquer pour (1a)

car Lu;

0@Lu (v) := Z



u3vdx;8v 2 H1
0 (
)

1A dépend de u.(Luest linéaire peut

etre continue sur H1
0 (
) en imposant des conditions sur u.)

2ptsLa fonctionnelle J : H1
0 (
)! R associée à (1a) est

J(u) =
1

2

Z



jruj2 dx� 1
4

Z



u4dx

J est bien dé�nie si
Z



u4dx est �nie ce qui est vraie si on a l�injection H1
0 (
) �

L4(
), donc si 4 � 2� et cette injection est compacte si 4 < 2� () N < 4:i:e
N � 3:
2pts

J (u+ v)� J (u) =

0@Z



(ru:rv) dx�
Z



u3vdx

1A�
0@+3

2

Z



u2v2dx+

Z



uv3dx+

Z



v4dx

1A
ce terme =o

�
kvk

H1
0(
)

�
quand kvk

H1
0(
)

!0

2



:Ainsi J est Fréchet di¤erentiable et

hJ 0(u); vi =
Z



(ru:rv) dx�
Z



u3vdx

donc J 0(u) = ��u�u3 dans H�1 (
) :On conclut alors que les solutions faibles
de (1a) sont des points critiques de J .
1ptPour u 2 H1

0 (
) ; on a

lim
k!+1

J (ku) = lim
k!+1

k2

2

Z



jruj2 dx� k
2

4

Z



u4dx = �1

Donc en posant w = ku, on a J (w) << 0 si kwkH1
0 (
)

> R (R assez grand)

2ptsPar continuité de l�injection H1
0 (
) � L4 (
),il existe C > 0, tel que

kukL4(
) � C kukH1
0 (
)

d�où,

J (u) =
1

2
kuk2H1

0 (
)
� 1
4
kuk4L4(
)

� 1

2
kuk2H1

0 (
)
� C
4
kuk4H1

0 (
)

=
1

2
kuk2H1

0 (
)

�
1� C

2
kuk2H1

0 (
)

�
On déduit alors que J (0) = 0 et J (u) > 0 si 1� C

2 kuk
2
H1
0 (
)

> 0 i.e kukH1
0 (
)

<q
2
C :

2ptsSoient c 2 R et (u)n � H1
0 (
) ;une suite telle que J (un)! c et J 0 (un)! 0

dans H�1 (
) :

4J (un)� hJ 0 (un) ; uni
kunkH1

0 (
)

=
1

kunkH1
0 (
)

�
2 kunk2H1

0 (
)
� kunk4L4(
) � kunk

2
H1
0 (
)

+ kunk4L4(
)
�

= kunkH1
0 (
)

Si l�on suppose que (u)n n�est pas bornée : kunkH1
0 (
)

!1 , alors on obtient
parJ (un)! c et J 0 (un)! 0 dans H�1 (
) que

4J (un)� hJ 0 (un) ; uni
kunkH1

0 (
)

! 0

et et le calcul 4J(un)�hJ
0(un);uni

kunkH1
0(
)

= kunkH1
0 (
)

! 1: Contradiction! Donc (u)n
doit etre bornée.
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__
2ptsOn peut alors en extraire une sous suite faiblement convergente notée encore
(u)n

9u 2 H1
0 (
) ;un *

n!1
u dans H1

0 (
)

pourN � 3 l�injection H1
0 (
) � L4(
) est compacte donc

un !
n!1

u dans L4 (
)

D�autre part en utilisant l�inégalité de Holder et l�injectionH1
0 (
) � L4(
);on

a



u3n � u3

H�1(
)
= sup

kvk
H1
0(
)

=1

������
Z



�
u3n � u3

�
vdx

������
� sup

kvk
H1
0(
)

=1



u3n � u3

L4=3(
) kvkL4(
)
� C



u3n � u3

L4=3(
) !
n!1

0

Donc u3n !
n!1

u3 dans H�1 (
) .

En utilisant J
0
(un)! 0;on a

J
0
(un) = ��un � u3n !

n!1
0 dans H�1 (
)

d�où

(��)�1
�
��un � u3n

�
= un �

�
���1

� �
u3n
�
!

n!1
0

Et u3n !
n!1

u3

ce qui permet d�obtenir la convergence

un !
n!1

�
���1

� �
u3
�

La condition de Palais Smale est alors véri�ée.
2pts Toutes les conditions du théorème du col se trouvent véri�ées par les les
questions 5,6 7 ce qui permet de déduire l�existence de solutions faibles pour
(1a) :
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