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Epreuve �nale de Calcul di¤érentiel et intégral

Exercice1( sur 6 points)
Soit f : Rn ! L(Rn; Rn) une application di¤érentiable, telle que f(0)

est inversible, g : Rn ! Rn dé�nie par

g(x) = f(x)(x):

1) Monter que g est di¤érentiable en tout point x 2 Rn et calculer sa dif-
férentielle.

2) Montrer qu�il existe un ouvert U � Rn contenant 0 tel que g : U !
g(U) est un di¤éomorphisme.

Exercice2 ( sur 6 points )
Démontrer que la relation

x+ y + z + sin(xyz) = 0

dé�nit z comme fonction de x et de y au voisinage du point (0; 0; 0).
Calculer alors @z@x et

@z
@y au voisinage de ce point.

Exercice3 (8 points)
1-Montrer que pour tout y > 0Z +1

0

1

(1 + y) (1 + x2y)
dx =

�

2

1
p
y (1 + y)

:

2-Montrer que Z +1

0

�Z +1

0

1

(1 + y) (1 + x2y)
dx

�
dy =

�2

2
:

3-Montrer que pour x > 0, x 6= 1,Z +1

0

1

(1 + y) (1 + x2y)
dy =

2 lnx

x2 � 1 :

En déduire que Z +1

0

2 lnx

x2 � 1dx =
�2

2
:

Corrections
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Exercice1
Pour x, h 2 Rn,

g(x+ h)� g(x) = f(x+ h)(x+ h)� f(x)(x)
= f(x+ h)(x)� f(x)(x) + f(x+ h)(h) car f(x) est linéaire
= (f(x+ h)� f(x)) (x) + f(x+ h)(h):

Puisque f est di¤érentiable alors on peut écrire

f(x+ h)� f(x) = Df(x)(h) + o(h)

et en remplaçant dans ce qui précéde

g(x+ h)� g(x) = (Df(x)(h) + o(h)) (x) + (Df(x)(h) + o(h)) (h)

= Df(x)(h) (x) + o(h) (x) + (f(x) +Df(x)(h) + o(h)) (h)

= Df(x)(h) (x) + f(x)(h) + o(h) (x) + (Df(x)(h) + o(h)) (h)

Or
ko(h) (x)kRn � ko(h)kL(Rn;Rn) kxkRn

de même

k(Df(x)(h) + o(h)) (h)kRn � kDf(x)(h) + o(h)kL(Rn;Rn) khkRn
� kDf(x)kL(Rn;L(Rn;Rn)) khk

2
Rn + ko(h)k khkRn qui est un o(h):

Par conséquent g est di¤érentiable en tout point x 2 Rn et on a

Dg(x)(h) = Df(x)(h) (x) + f(x)(h)

i.e
Dg(x)(h) = Df(x)(h) (x) + f(x)(h)

Ce qui donne pour x = 0 et pour tout h 2 Rn

Dg(0)(h) = Df(0)(h) (0) + f(0)(h)

= f(0)(h)

D�où

Dg(0) = f(0) .

Puisque f(0) est inversible il en résulte que Dg(0) est inversible et par le
théorème de l�inversion locale on déduit l�existence d�un ouvert U 3 0 tel
que f : U ! f(U) soit un di¤éomorphisme.
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Exercice2
Considérons f(x; y; z) = x+y+z+sin(xyz) qui est évidemment de classe

C1 et véri�e f(0; 0; 0) = 0: De plus

@f

@z
(x; y; z) = 1 + xy cos(xyz)

en particulier
@f

@z
(0; 0; 0) = 1 6= 0:

Le théorème des fonctions implicite permet l�existence d�un voisinage ouvert
V 3 (0; 0) dans R2 , d�un intervalle ouvert I 3 0 dans R et d�une fonction
' : V ! I de classe C1 telle que pour tous (x; y) 2 V , z 2 I

z = '(x; y), f(x; y; z) = 0:

En particulier on obtient par di¤érentiation

@f

@x
+
@f

@z

@z

@x
=
@f

@y
+
@f

@z

@z

@y
= 0

et de plus
@f

@x
(0; 0; 0) =

@f

@z
(0; 0; 0) = 1

D�où

@z

@x
(0; 0) = �

@f
@x (0; 0; 0)
@f
@z (0; 0; 0)

= �1 et @z
@y
(0; 0) = �

@f
@y (0; 0; 0)

@f
@z (0; 0; 0)

= �1:

Exercice3
Considérons la fonction R+�R+ 3 (x; y)! f(x; y) = 1

(1+y)(1+x2y)
2 R+

qui est continue et par conséquent Lebesgue mesurable et puisqu�elle est à
valeurs positives le Théorème de Tonneli s�applique.

1) Calculons

Z +1

0

1

(1 + y)(1 + x2y)
dx =

1

(1 + y)
p
y

Z 1

0

p
ydx

1 +
�
x
p
y
�2

=
1

(1 + y)
p
y
[arctan(x

p
y)]+10

=
�

2

1

(1 + y)
p
y
:
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2) On obtient alors

I =

Z +1

0

�Z +1

0

1

(1 + y)(1 + x2y)
dx

�
dy

=
�

2

Z +1

0

dy

(1 + y)
p
y

= �

Z +1

0

du

(1 + u2)

= � [arctanu]+10 =
�2

2
.

3) Pour x > 0, x 6= 1, nous avonsZ +1

0

1

(1 + y) (1 + x2y)
dy =

1

1� x2
Z +1

0

dy

1 + y
� 1

1� x2
Z +1

0

x2dy

1 + x2y

=
1

1� x2

�
ln

1 + y

1 + x2y

�+1
0

=
2 lnx

x2 � 1 :

Maintenant et puisque la fonction f(x; y) satisfait les conditions du
théorème de Tonneli, on obtient

I =

Z +1

0

�Z +1

0

1

(1 + y) (1 + x2y)
dy

�
dx

=

Z +1

0

2 lnx

x2 � 1dx

i.e Z +1

0

2 lnx

x2 � 1dx =
�2

2
:
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