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Exercicel (6 points) Soit f : R? — R?, définie par

flzy) = (@ —y, 22 +y?) et g = fof.

1)Montrer que f et g sont de classe C*.
2) Calculer en tout point (z,y) € R? la matrice jacobienne de f,notée
D f(z,y); calculer la matrice jocobienne de g au point (0,0) notée Dg(0,0).
3) Monter qu'il existe p > 0 tel que pour tout (z,y) € B,(0,0) ( la boule
fermée de rayon p et de cente (0,0)), on a

[1Dg(z,y)ll <

N =

4) Montrer que la fonction g admet un unique point fixe dans B,(0,0).

Exercice2. (7 points) Soient U un ouvert convexe d’un espace vectoriel
normé F et f une application de U dans R. Elle est dite convexe sur U si,
pour tous z, y € U et tout ¢ € [0, 1], on a:

fA =tz +ty) < (1 —1)f(x) +1f(y)-

a) On suppose [ différentiable sur U.
(i) Montrer que si f est convexe sur U alors:

fy) = f(z) =2 Df(x) (y — ) pour tous z , y € U. (*)

(ii) Réciproquement on suppose que la relation (*) est vraie et on se
propose de montrer que I'application f est convexe. on pose z = (1—t)z+ty
pour t € [0,1].

Minorer les quantités f(z) — f(y), f(z) — f(z).

En déduire alors que 'application f est convexe.

Exercice3 (4 points ) On considere application

@ B = B (2,y) — (sin(3) —a,sin(3) )
(1) Montrer que ¢ est de classe C°.
(2) Calculer la jacobienne de ¢ et montrer que Dy(z,y) est inversible
pour tout (x,y) € R2.



(3) En déduire que ¢ est un difféomorphisme local de classe C* de R?
sur son image et que cette image est ouverte.

(4) Montrer que, pour tous u; et ug avec u; < ug, il existe u €Juy, ug|
tel que

. U9 LU 1( ) ()
sin — —sin — = — — )
5 S 5 2u2 u1) cos(u

Exercice4 (3 points) Montrer que ’équation
cos(zx+y)=1+x+2y

définit implicitement au voisinage de (0,0) une fonction ¢ de classe C'telle
que
cos(z + ¢ (z)) =1+ x4+ 2¢(x).

Calculer ¢'(0).

Corrections

Exercicel:

1) f ayant ses composantes polyndmiales est de classe C*, de méme g
étant la composée de f est aussi de classe C*°.

2) La matrice jacobienne de f est donnée par

Df(z,y) = ( gi ;yl )

et celle de g au point (0,0) est
Dg(0,0) = Df(f(0,0).Df(0,0) = Df(0,0)*
(0 =1\ /(00
N 0 0 L0 0 )
3) Par la continuité de Dg, on en déduit qu'’il existe p > 0 tel que pour
1(@,y)ll < p, on ait:

1
Dyl < 5.
4) Le théoréme des accroissements finis permet alors d’écrire:

lg(z,y) —g(0,0)]| = ||g(:v,y)||§< sup IIDg(w,yH) [ (z, y)l

I@y)l<p

IN

Sl@ )l



Maintenant puisque Ep((), 0) est un espace métrique complet, on déduit que
g : B,(0,0) — B,(0,0) admet un point fixe unique dans B,(0,0).
Exercice2

(i) Supposons que f est convexe, alors f(z+t (y — z))—f(z) < t(f(y) — f(x))
et en divisons par 0 <t < 1, on obtient

f+t(y—=)) - f(z)
t

< fly) — f(=z)
par passage 4 la limite ¢ — 0% ,on a pour tous z,y € U

Df(@)(y —z) < f(y) — f(@). (*)

(ii) Supposons * vraie et posons z = (1 —t) z + ty € U, alors d’aprés *,
fW) = f(z) =2Df(2) (y—2) =1 —-t)Df(z) (y — ) (1)

et
f(@) = f(z) 2 Df(z) (x — 2) =tD[f(2) (y — @) (2)

et en multipliant I'inégalité (1) par t et (2) par 1 —¢ on obtient

tfy) —tf(2) 2 tDf(2) (y — 2) =t (1 = t) Df(2) (y — @) (3)
et
1=t f(@) =1 -t)f(2) 2 A —t)Df(2) (x —2) = 1 —t)tDf(2) (z —y).

(4)
On ajoute alors (3) de (4),

—f(2) + (1= D) f(z) + tf(y) >0
B F(( =t 2+ ty) < (1= ) f(x) + tf(y).

Exercice3
1) Evidemment ¢ est bien de classe C.
2) La matrice jacobienne de ¢ est donnée par:

—1  lcos?
— 2 COS3
Dcp(x,y) ( %COS% -1 >

et
1
det (Dp(z,y)) =1— T g cosg >0



par conséquent pour tout (x,y) € R, Dy(z,y) est inversible.

3) ¢ est alors un diffeomorphisme local de R? sur son image ¢(R?) qui
est un ouvert de R2, puisque pour tout z € f(R?), il existe (z,y) € R? tel
que z = f(z,y), et comme on vient de voir que ¢ est un diffécomorphisme
local il existe alors un ouvert U de R? contenant (z,y), un ouvert V de R?
contenant z tels que f: U — V est un difféeomorphisme. Ce qui montre que
©(R?) est un ouvert de R2.

(4) Par le théoréme des accroissements, on obtient pour tous u; et us
avec u1 < ug, il existe u €|uy, us| tel que

(75} 1

sin % — sin 3 = §(u2 — uy) cos(u).

Exercice4
Posons f(z,y) = cos(z +y) — x — 2y — 1. Remarqu’on d’abord que
f(xv y) =0;
of

gy (&) = —sin(@+y) =2

ce qui donne %5(0, 0) =-2.
En conséquence du théoréme des fonctions implicites il existe un inter-
valle ouvert I 3 0, un intervalle J 3 0 et ¢ : I — J de classe C* telle que

pour tout z € I, on ait ¢(0) =0 et

fz, () =0
ie.
cos(z + ¢ (z)) =1+ x4 2¢(x).
On obtient de cette derniére inégalité

1+ 2¢'(x) + sin(z + ¢(z))¢' (x) =0

soit
1+ 2@'(0) =0

i.e.



