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Correction du controle

Rappeler la définition d’un espace normé complet.

Un espace normé complet est un éspace vectoriel muni d’une norme dont
toute suite de cauchy est convergente.

Soient F et F' deux espaces normés avec # {0}. Montrer que F' complet
= L(E, F) complet.

Soit (T,,)(men) une suite de cauchy dans L(E, F') i.e.

Ve > 0,3Nctel que p > 0etn > Ne = ||Typ — Tl <€

et par consequent |[(T,4p — T0)z|| < |[|[Thpy — Thllllz]] < €llz|| Vo € E. Ce
qui montre que (T,z) est une suite de cauchy dans F' qui est complet.
Soit Tz la limite de (T,,x). T est linéaire car t,, 1'est. Lorsque p — 400
pour n fixé on aura

(T = To)x|| < ellzl = T — T, € L(E, F)

donc T' € L(E, F) 1l en résulte que ||T' — T,|| < € ce qui veut dire que T
la limite de (7,,) est dans L(E, F).

Soit E un espace de Banach et S € L(E). Montrer que si T'S = ST, alors
T'S est inversible si et seulement si 7" et S sont inversibles.

Si S et T sont inversibles on a T'S est inversible et on (T'S)~! = S~1¢~!
En effet

(TS)TS) ' =TSS'T ' =1Id
et
(TS)™M(TS)=S"'T'TS =Id

Maintenant si 7S est inversible alors il existe A tel que (T'S)A = A(T'S) =
Id. Comme ST = ST on a

d'un coté Id = A(TS) = (AT)S

et de lautre Id = A(TS) = (T'S)A = (ST)A = S(TA)

d’ou S est inversible

On fait de méme pour 7.
Soit £ = C([0,1]) muni de la norme || - ||oo. Pour f € E, on définit

Tf(x) = / "R (0 (1)t

o K(-,-) € C([0,1] x [0,1]). Soit M = supg<, < |K(x,1)].
Montrer que T € L(E).
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Pour la linéarité Vo € [0,1],Vf,g € E on a

TN + betag) (z / Kz, ) (A (t) + Ba(t))dt

:A/jK@,tf(t))dH@/o K(z,t)g(t)dt
= AT f(z) + 8Tg(z)

Pour la continuité Vz, z € [0, 1]

T f(z) — fo0|—|/th dt—/ K (xo,t)f(t)dt]
—1 [ 1K)~ Ko )i+ [ K os0

< HfHoo/ [ K (2,t) = K (2o, t)]dl + M| flco| — ol
0
D'ou |T'f(z) — T f(x0)| — 0 quand = — z( ce qui veut dire nT'f € L(E).
D’autre part |Tf(x)| < Mzx||f||s d’ou
ITF < M| flloc et T € L(E) avec || T| < M.

b) Montrer que pour tout n > 1, on a |T"f(z)| < Y2"(|f|l. En déduire
ni
que, pour tout n > 1, |77 < &4
On utilise la récurrence.



