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Exercice 1 [12pts] : Soit le système

S
dx
dt y x x2 y2 a ,

dy
dt x y x2 y2 a ,

où a R et 0 1.
I) 1 En changeant l’échelle de temps, écrire S comme un système

régulièrement déformé par le paramètre . Noter par ce nouveau temps.
2 Si a 0, donner un résultat de stabilité pratique quand 0 pour le système

. Préciser ce qui est apparent dans cette stabilité, en utilisant une fonction de
Lyapounov quadratique.

3 Si a 0, montrer que les solutions non nulles de sont non bornées quand
0 (une sorte de non bornitude pratique). Préciser en quoi cette non bornitude est

apparente, en utilisant une fonction de Lyapounov quadratique ou un passage aux
coordonnées polaires.

II) Soit le système

f z ,
x yz x x2 y2 b ,
y x yz x2 y2 b ,

où b R et où f est une fonction C1 sur R et telle que f 1 0 et f 1 0.
Peut-on appliquer le théorème de convergence de Thieme à ?
Qu’en est-il du cas b 0 ?

Exercice 2 [8 pts] :
I) 1 Appliquer, en le justifiant, le premier théorème de Fenichel pour les systèmes

singulièrement perturbés au système suivant :

S
x x y ,
y x .

2 Etablir l’équation de variété E que doit vérifier la fonction définissant la variété de
Fenichel M

3 Trouver la solution de E qui donne une approximation O 3 de la variété de
Fenichel. En déduire le problème réduit correspondant.

4 Tracer dans un même repère la variété critique et l’approximation M obtenue,
pour 0.1.

II) Donner un exemple de système lent-rapide pour lequel on peut appliquer la
théorie de Fenichel mais pas celle de Tikhonov. Donner un exemple de système
lent-rapide pour lequel on peut appliquer la théorie de Tikhonov mais pas celle de
Fenichel. Justifier vos réponses.
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