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EXAMEN FINAL.

Exercice 1 : Controle d’un arbovirus a I’aide d’une population de mous-
tiques (La technique des insectes incompatibles).

On souhaite contrdler une population de moustiques sauvages (Aedes) au moyen de mous-
tiques infectés par une bactérie du nom de Wolbachia afin de limiter la propagation d’arbo-
virus tels la dengue. Chez les principales especes vectrices comme Aedes aegypti, si un
moustique male infecté par Wolbachia s’accouple avec une femelle non infectée, les em-
bryons meurent au début du développement, dans les premieres divisions mitotiques. Ceci se
produit méme si le male et la femelle sont tous deux infectés par Wolbachia mais sont por-
teurs de souches mutuellement incompatibles. Ce phénomene porte le nom d’incompatibilité
cytoplasmique (CI). L’utilisation de moustiques infectés par la bactérie Wolbachia permet de
controOler le développement des populations de moustiques sauvages.

Dans cet exercice nous étudions le probleme de contrdle simplifi€é modélisant une stra-
tégie de remplacement de population, ou 1’on agit sur la population sauvage au moyen de
lachers d’individus infectés répartis dans le temps. Supposons que les taux de natalité des
moustiques sont élevés par rapport aux taux de mortalité, ce qui est pertinent puisque les
especes vectorielles (Aedes) ont généralement un pouvoir de reproduction tres élevé. 11 est
alors raisonnable de considérer que la proportion x de moustiques infectés par Wolbachia est
solution de I’équation différentielle

{ X (1) = f(x(0) +u(r)gx(t)),r€[0,T],

x(0) = xo,

ol f(x) =x(1—x)(x—0), avec 6 € |0, 1] un parametre réel fixé, u(t) désigne la densité
de moustiques infectés (en laboratoire) par Wolbachia et libérés au temps ¢ € [0, 7] et g une
fonction de classe C! supposée strictement positive sur |0, 1], telle que g(0) = g(1) =0 et
X0 € ]0, 1[.

Soient M > 0 et C €]0, MT|. Une stratégie de libération optimale de moustiques en temps
T s’obtient (par exemple) en résolvant le probleme

(1=x(T))%,

| =

inf J J(u) =
ME%]I;,C,M (u) avec J (u)

et

T
Urew = dueLl”([0.T)),0<u<Mpp., /u(t)dt:C
0

1) Montrer que 0 < x(¢) < 1, pour tout z € [0,7].



2) On peut vérifier que notre de contrdle optimal est le suivant

(X (1) =f(x(t) +u(t)g(x(1)). 1 €0,T],
Y (@) =u(t),
x(0) =x9,(0) =0,

y(T)=C,
inf J(u).
ucUrcm

(
2.1) Définir le Hamiltonien associé a ce probleme.

2.2) Ecrire les équations adjointes.

2.3) Ecrire la condition de transversalité A (T) et en déduire que A, (T) < 0.

2.4) Vérifier que la fonction A, est constante sur [0, T].

2.5) Montrer que la fonction A; est strictement négative sur [0, 7].

2.6) Expliciter la condition de minimisation et en déduire que le contrdle optimal u est

donné par
u(t) = { 0si Ay (1) g(x(1))+ A2 (1) >0,
M si Ay (l‘)g(x(l)) +A (l‘) < 0.

2.7) Montrer que la fonction A; est strictement positive sur [0, 7.

2.8) On admet I’existence d’une solution optimale u non identiquement nulle et on sup-
f)
g(v)
optimale est bang-bang, et plus précisément qu’il existe un unique temps de commutation
H = 1% tel que

pose que la fonction v — est strictement croissante sur |0, 1[. Montrer que la stratégie

u(r) = MsiO<r<m,
] O0sinp<t<T.

Exercice 2 : On considere le probléme de contrdle optimal suivant

x(t) = x(t) +u(t),t € [5,T)
(D x(s) =3¢,
J(s. &) = [ (P (1)dt +x(T),
pour tout s € [0,T], T > 0 fixé, et pour tout & € R.
1) Ecrire I’équation HJB et la condition finale pour la fonction valeur

V(s;E) = inf  J(s,5;u).
(8)=_nt I &)

2) Résoudre 1’équation HIB en cherchant la solution sous la forme V (s;&) = a(s)€ +b(s).
3) En déduire le contrdle optimal comme feedback, la trajectoire optimale et le controle
optimal.
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